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及 能 量 法 ， 并 且 世 还 较 详 尽 地 介绍 了 杆 系 前 矩阵 法 及 弹性 理论 平河 应 力 问题 的 有 起 
元 法 和 板 读 牧 的 有 限 元 法 及 其 在 船 林 结构 计算 中 的 应 用 。 因 此 ,通过 本 书 的 学 习 ,不 
仅 可 了 解 针 神力 学 的 基本 理论 和 和 方法， 而且 对 应 用 电子 计算 机 计算 的 有 有限 元 法 也 可 
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ЖИ 1978—1980 年 全 国 造船 专业 统 纲 教材 会 议 通 过 的 “船舶 结构 力学 ”大 网 编写 
的 ,可 人 殿 吝 等 学 校 船 舶 设计 与 制造 堆 业 使 用 ,计划 学 时 为 100 一 120 时。 

B 1960 年 作者 编写 了 船舶 结构 力学 教材 之 后 ， 结 构 力 学 领域 中 的 “和 有 限 元 法 ”得 到 了 
广泛 应 用 ， 因 此 在 本 书 中 编 入 了 有 限 元 法 的 基本 内 容 。 然 而 ， 作 为 一 本 船舶 结构 力学 教学 用 
0, 对 结构 分 析 的 基本 原理 和 方法 仍 不 应 前 弱 ， 所 以 书 中 对 结构 力学 的 基本 理论 即 经 典 的 力 
法 ,位 移 法 和 能 量 原 理 等 仍 作 了 必要 和 系统 地 论述 。 

除了 教育 大 网 的 内 容 以 外 ， 本 书 还 适当 编写 了 一 些 选 修 内 容 ， 这 些 内 容 在 书 中 用 *# 号 标 
明 。 可 供 学 生 自 学 之 用 。 

本 书 初版 本 1980 年 由 国防 工业 出 版 社 出 版 。 初 版 共 十 二 章 ，?2 万 字 ， 笑 永宁 同志 及 朱 
福 彬 同志 参加 了 初版 的 编写 工作 ， 哈 尔 滨 船舶 工程 学 院 祝 修 本 局 志 有 武汉 水 运 工程 学 院 刘 度 
群 、 杨 永 说 . 卢 文 若 等 同志 为 初版 主 审 。1983 年 本 书 作 了 全 面 修订 ,字数 减 至 40 万, 重 写 了 能 
量 法 .矩阵 法 .平面 应 力 问题 的 户 限 元 法 .开口 幕 壁 杆 件 揭 约束 扭转 及 弯 垂 分配 法 等 章节 ,将 初 
版 的 十 二 瘟 合 并 为 十 童 并 增加 了 习题 答案 。 收 订 工 作 由 陈 伯 走 辣 志 负责 进行 ,武汉 水 运 工程 学 
院 杨 永 谦 同 志 主 审 。 修 订 版 于 1984 年 仍 由 国防 工业 出 版 社 出 版 。1990 生 本 书 根据 修订 版 X. 
作 了 禾 订 :改正 了 原 书 中 的 印刷 错误 ,取消 了 原 沁 中 保留 的 工程 草 位 制 ， 全 部 采用 了 国际 单位 
制 ， 并 适当 增加 了 习题 。 经 中 国 船 舶 工业 总 公司 船 萌 工程 教材 委员 会 审定 和 通过， 武汉 水 运 工 
程 学 院 祈 水 谦 教授 主 审 , 改 由 上 海 实 通 大 学 出 版 社 出 版 。 

教材 建设 是 一 件 长 期 的 工作 ， 本 书 经 过 修订 虽然 在 质量 上 逐步 有 所 提 机 ， 但 仍 木 免 有 不 
少 缺 心 ， 和 希望 广大 读者 及 全 用 本 教材 的 兄弟 院 入 师 生 继续 提出 宝贵 意见 ， 以 期 在 今后 的 教学 
侨 践 中 使 船 期 结构 力学 款 材 不 断 改 进 和 完善 。 
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&1-1 船舶 结构 力学 的 内 容 与 任务 

船舶 是 -- 个 复杂 的 水 上 工程 建筑 物 。 它 航行 于 江河 湖 海 ， 担 负 着 运输 ,生产 ,战斗 及 其 他 
各 种 任务 。 我 国有 漫长 的 海内 线 ， 无 歼 交 内 河 湖 泊 ， 还 有 广 闭 窗 侯 的 海 验 ,为 此 就 需要 大 车 
的 ,各 种 类 型 的 裔 舶 来 从 事 各 方面 的 土 作 ,为 社会 主义 革命 和 建设 服务 。 

为 了 保证 船舶 能 很 好 纪 完 成 上 述 奉 务 ,船舶 应 具有 妇 好 的 航行 性 能 .工作 性 能 和 具有 一 定 
的 强度 。 

毅 舶 具 和 一 定 的 强度 ， 是 指 艇 体委 构 在 正常 的 使 用 过 程 和 -- 定 的 使 用 年 眼中 具有 不 破坏 
或 不 发 生 过 大 的 变形 的 能 力 ， 以 保证 船舶 能 正常 屯 工作。 由 于 一 般 船舶 的 经 常 工 作 状 态 是 航 
行 状态 ,因此 设计 人 员 诬 首先 保证 船舱 在 航行 状态 有 足够 的 强度 。 

船 在 海洋 中 航行 ， 它 所 受到 的 外 力 是 相当 复杂 的 。 这 个 外 力 除 了 鹏 的 载重 和 装 莘 等 重量 
以 外 ， 主 要 就 是 水 作用 于 船体 的 力 。 除 非 船 是 静 置 于 水 中 ， 和 否则 船上 受到 的 力 总 是 动力 。 动 
力 包 揪 水 动 压力 、 冲 击 力 以 及 船 在 运动 中 的 惯性 力 等 等 。 这 些 力 显 然 型 雇 于 海面 的 情况， 让 
浪 的 大 小 ( 即 所 谓 环 境 条 件 )， 并 且 还 是 备 机 性 前 ， 这 样 就 使 得 船体 外 力 的 确定 旦 得 相当 复杂 
了 。 

尽 莹 如此, 人们 通过 长 期 的 生产 实践 ,分 析 了 船体 受 力 和 变形 的 主要 特征 ， 认 为 在 考虑 船 
体 强度 问题 时 ， 首 先 把 般 整 体 当 作 一 根 梁 来 研究 是 合理 的 。 这 时 将 船 一 一 或 者 如 一 些 文献 中 
所 说 ,将 * 船 体 梁 ? (ship hull girder) 静 置 于 静水 中 或 波浪 上 ， 计 算 在 船 狼 向 { 船 长 方向 》 分 
布 的 重力 与 泽 力作 用 下 的 弯曲 变形 与 应 力 。 这 种 将 船 作为 一 整体 来 研究 的 强度 问题 就 叫做 
毅 体 的 “总 织 强度 ?或 简称 为 “总 强度 > 问题， 如 图 1-1， 图 中 (а) дя“ НЫ” (hogging 
condition); (b) PA HERA” (Gagging condition)。 长 期 以 米 ， 总 强度 一 直 是 船体 强度 
校 核 的 主要 方面 。 


B 1-1 
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的 强度 问题 。 这 类 问题 通常 称 为 “ 措 向 强度 ” 问题 或 “局 部 强度" 问题 ， 如 图 1-2 及 图 1-3, q! 
便 与 前 述 的 总 纵 强度 问题 有 所 区 别 。 

把 船舶 藤 置 于 波浪 上 或 藤 水 中 ， 按 篇 单 法 的 弯曲 理论 来 研究 总 纵 强 度 当 然 是 初步 的 。 因 
此 堕 着 时 间 的 推荐 ， 人 们 的 认识 在 总 强度 的 基础 上 逐步 提高 ， 从 而 俩 船体 强度 的 计算 更 接近 
于 实际 。 首 先 提 出 求 的 是 稳定 性 问题 。 士 九 世 纪 后 期 ， 册 于 船舶 斥 度 的 增加 ， 发 现 船 在 总 守 
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这 样 践 大 大 践 低 了 船 站 抵抗 总 讨 曲 的 能 力 。 因 此 在 总 强度 计算 药 同 时 ， 稳 定性 问题 就 被 提 
了 出 来 。 光 就 是 说 ， 我 们 在 研究 船体 总 强度 的 时 候 ， 必 须要 考 幅 受 压 构件 是 否 有 失 稳 现 
象 ， 并 要 分 析 构 什 失 稳 后 的 应 力 再 分 配 问 题 ,这 样 才能 正确 地 反映 船体 总 强度 的 承载 能 
力 。 
另 务 ， 毅 在 航行 时 ， 半 不 总 足 正 对 着 波浪 的 运动 方向 ， 经 常会 有 船 与 波浪 斜 交 的 情况 。 
船 在 料 浪 上 上 航行 ,就 导致 船体 发 生 氢 转 ,因此 也 就 存在 船体 揭 担 转 强 度 问 题 。 近 年 来 世界 各 国 
大 量 建 造 的 集装箱 船 , 因 其 舱 口 特别 大, 船体 的 抗 扭 刚度 相对 较 低 ， 因 此 其 扭转 强度 的 研 究 就 
显得 十 分 必要 。 此 外 如 大 并 日 联 船 ,也 有 同样 的 现象 。 
多 年 来 发 生 的 船 朋 海损 事 殉 丸 告 沂 人 人们 ， 大 多 数 海 损 市 战 都 基因 为 脐 上 舱 口 角 髓 等 处 的 
应 力 沫 中 而 引起 的 。 应 力 集 中 引起 裂缝 ， 可 功 延 到 肌 板 甚至 艇 人 出， 严重 的 叶 以 导致 整 条 船 折 
斯 ， 因 而 如 何 减 少 应 力 集中 问题 又 是 般 体 强度 中 的 另 一 个 重要 问题 。 应 力 集中 是 船体 结构 不 
连续 而 引起 前。 除了 施 口 角 阴 以外， 船体 上 技 建筑 的 端 部 尼 及 内 河 般 能 侧 开 的 波 门 及 其 它 结 
构 不 活 续 的 地 方 也 都 会 发 生 应 力 集中 。 记 以 应 力 集 中 问题 及 上 层 建 筑 问 题 (又 称 间 斯 宰 件 问 
题 ), 都 是 船体 强度 中 的 内 容 。 
由 于 将 船 诅 泗 于 波浪 上 米 研 究 总 强度 是 忽略 一 系列 荡 的 因 迷 的 结果 ， 因 此 多 年 来 人 们 叉 
对 衣 夺 波浪 上 运动 时 的 爱 力 情况 进行 分 析 研 究 ， 包 插 对 波浪 本 身 的 研究 ， 波 浪 中 动 压力 及 波 
浪 冲 击 力 移 研究 ,以 及 考 虚 船 车 波浪 上 运动 时 各 种 惯性 力 等 等 ,并 力图 寻找 出 能 确定 船 在 波浪 
中 所 受 外 力 的 正确 规律 及 其 计算 方法 。 目 前 随 着 对 海 况 资料 的 积累 以 及 电子 计算 机 的 应 用 ， 
船 在 波浪 上 所 受 的 外 力 的 计算 已 过 渐 成 为 可 能 。 以 上 这 些 研 究 ,再 加 上 船体 振动 ,造船 材料 强 
度 及 船体 低 周 疲劳 等 问题 的 研究 ,使 得 般 体 强度 包含 的 内 容 就 相当 广泛 了 了 。 
这 样 , 随 着 造船 实践 经 验 的 积累 和 对 船体 强度 问题 研究 的 日 益 深 入 ,并 旦 为 了 潮 足 今后 设 
计 建 造 更 大 更 新 的 船 前 的 需要 ,就 逐渐 地 形成 了 一 个 孝 门 研究 船体 强度 的 科学 , 即 * 船 体 强 度 ” 
和 "船舶 结 攀 力学 "。 通 常 , “肌体 强 度 ? 是 兴 指 研究 船体 结构 强度 的 科学 ， 它 包括 外 力 、 结 构 
在 外 力作 用 下 的 反应 即兴 力 研 究 和 许 用 应 力 的 确定 等 一 系列 问题 。 而 :船舶 缚 构 力 学 * 则 是 专 
指 研 究 船 体 洁 构 内 力 的 问题 ,不 包括 外 力 及 许 用 应 力 等 方面 的 问题 。 
.近年 来 ,人 们 党 把 结构 在 外 力作 用 下 产生 药 应 力 与 变形 等 称 为 结构 的 “响应 "(response)， 
ЖК: 
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动力 的 
这 样 ， 船 舶 结构 力学 就 是 研究 铅 体 结构 静 力 响应 的 一 门 课程 O。 学 习 船 舶 结构 力学 就 是 要 可 
握 在 给 定 的 外 力作 用 下 如 何 确定 船体 结构 中 的 应 力 与 变形 ， 包 括 研究 受 压 构 件 的 稳定 性 局 
题 。 或 者 如 通常 所 说 ,“ 船 舶 结构 力学 ?是 研究 向 体 结构 中 板 与 骨 哥 的 强度 与 稳定 性 的 科学 。 学 
习 了 “项 舶 结构 力学 ”我们 可 以 达到 下 面 两 个 卢 的 ， 

1) 具有 对 船体 结构 进行 强度 校 核 的 能 力 , 即 对 于 已 经 设计 好 的 或 建造 好 的 船 船 ， 在 般 体 
结构 尺寸 已 知 的 条 件 下 ， 在 给 定 的 外 载荷 或 工 沈 下 ,算出 结构 的 应 力 与 变形 ， 并 与 许 用 值 比 
较 , 从 而 判断 朋 体 结构 的 强度 是 否 足 能 。 

2) 具有 进行 船舶 结构 设计 的 能 力 , 即 对 于 将 要 设计 建造 的 船舶 ， 在 已 知 结构 的 外 力 及 许 
用 应 力 ( 或 变形 ) 的 情况 下 ,根据 结构 中 算得 的 应 力 (或 变形 ) 的 大 小 , 定 出 结构 的 尺寸。 

然而 ， 册 于 一 个 船 朋 的 结构 设计 让 考虑 到 的 实际 因素 还 有 很 多 ， 不 能 单车 理论 计算 来 完 
成 ， 所 以 大 家 知 首 日 前 一 般 民 骨 菏 舶 的 顷 构 设计 大 都 依照 国家 船舱 检验 局 (或 船 级 社 ) Bris 
布 的 “船舶 建造 规范 ”来 进行 。 尽 管 如 此 ， 胡 舶 结构 力学 仍 是 结构 设计 的 基础 。 因 为 规范 虽 
然 是 造船 实践 的 总 结 ， 但 共 中 水 少 民 定 仍 来 源 于 结构 力学 的 基本 理论 ， 并 且 目 前 规范 亦 有 趣 
来 趣 多 地 用 结构 力学 理论 来 表达 的 总 娩 。 因 此 掌握 了 解 舱 结构 力学 无 疑 对 规范 会 有 更 深 的 理 
解 。 

此 外 对 半日 前 还 没有 建造 民 范 可 依据 的 般 朋 一 一 如 工程 船 及 其 他 特 称 船 船 ， 在 其 结构 设 
计时 还 是 需要 用 到 结构 力学 的 知识 。 因 此 ,学 本 船舶 结构 力学 就 更 为 必要 了 。 

有 最后， 学习“ 船舶 结构 力学 "将 为 "船体 强度 和 结构 设计 ?及 “船体 振动 学 "两 门 课程 打下 基 
А 
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ATHETA AHR ТАТТУ Э-НЫН ЛЕ, А рТ в, ЖЕ 
ЕАН, АННА, ЕЗ ТЕ ЮНИ ЕНЕ. ВЕ 
一 般 结构 力学 记 采 用 的 共同 的 方法 。 

在 船舶 结构 力学 中 ， 由 于 船体 结构 的 复杂 性 以 及 船体 受 力 的 复杂 人 性， 因此 在 电子 计算 机 
应 用 之 前 ， 要 用 人 工 把 船体 受 力 后 各 个 组 成 部 分 的 应 力 与 变形 全 部 计算 出 来 是 不 可 能 的 。 所 
以 长 期 以 来 ,人 们 在 进行 船体 结构 计算 的 时 候 , 也 总 是 根据 需要 与 可 能 ， 把 实际 结构 进行 简化 
后 再 作 鱼 构 分 析 。 通 常 传统 药 做 法 是 ， 

1) ЖА A SB ЛЕ НДЕ НЕВЕ sk ЈА ОА ВЕ [| ДИ ЕЖЕ, ЕЕЕ ЯНЕ ЕТПЕ 
REMEK. 

2) ЗЕ НЕ ЕК ГИР ЕЛЕН] Ж п, ЖЩ аа] ARAT ЖЕ, ИШК И АЕ ДЕП 
是 船体 中 一 个 了 晤 舱 内 的 甲板 部 分 . 艇 砌 部 分 、. 船 底部 分 和 舱 改 部 分 ， 并 把 它们 都 当 作 是 平面 铺 
№. | 

D ТЕЙ ЯТ У ИЖЕ ЭДЕ ДО НАНА EXE PB ЕН, Т 
ЖАШ {ЕУЛЕП САУ „ЇН. ЗЕ ВЕНЕ БА ДЕК НН hi ЯЛЕ S: УЗЕЛ ‚ЯП ОН ЖП — ДУ Ж 





Ф 动力 响应 将 在 "船体 振动 学 "下 研究 。 





与 骨架 一 起 作用 ,不 可 分 割 。 这 样 在 研究 骨架 时 ,就 把 它 和 它 相 邻 的 Я Да, TE 
在 船体 结构 计算 中 的 骨架 将 有 图 1-4 所 示 前 剂 而 形状， 其 中 与 骨架 相连 的 那 部 分 板 虽 得 骨架 
的 “ 带 板 ?>(attached plating), 5 ERRA RER RER”, 各 国 钢 船 建造 规范 中 对 带 板 的 
宽度 都 有 规定 @。 

前 已 说 明 ， 船 体 的 总 强度 问题 是 把 般 
илов, Пер 
论 来 解决 ， 所 以 从 理论 上 说 它 的 计算 是 不 
用 难 的 .有关 的 具体 计算 内 容 将 在 “船体 强 
ЖУНИ" BETHE. МНЕНИИ 

图 1-4 结构 力学 中 主要 是 研究 船体 中 板 和 和 骨架 的 
强度 计算 问题 ， 或 研究 甲板 、 航 侧 、 船 斋 及 航 壁 等 结构 的 强度 计算 问题 ， 其 中 亦 包括 稳定 性 问 
题 。 

事实 上 ， 船 体 的 总 强度 与 局 部 强度 问题 是 同时 存在 的 ， 船 体 中 的 板 和 骨架 亦 是 连 在 一 起 
的 ， 将 它们 人 为 地 分 开 考虑 ,主要 是 山 于 受到 计算 方法 和 计算 技术 上 的 限制 ,具有 -一 定 的 近似 
性 十 世纪 五 填 年 代 天 始 , 随 着 电子 计算 机 的 发 展 ,在 计算 方法 上 有 了 一 个 相 诬 的 收 进 ， 许 多 
用 人 工 无 法 计算 的 问题 都 可 以 用 电子 计算 机 来 解决 。 这 样 原来 因 计 算 方 法 和 技术 上 的 原因 而 
作 的 各 种 限 抽 都 可 以 逐渐 去 除了 ,从 而 可 使 得 结构 计算 更 加 精确 ,更 为 切合 实际 了 。 

因此 ,在 电子 计算 机 应 用 之 后 ,我 们 可 以 突破 过 去 长 期 以 来 的 僚 法 ， 而 采用 新 的 计算 方案 
和 方法 。 镍 对 前 述 的 传统 方法 的 三 个 方面 ,今后 船体 结 移 品 计算 方法 将 是 : 

1) 可 以 将 总 强 诬 问 题 与 机 向 强度 及 局 部 强度 问题 一 卸 考 二 , 即 在 确定 了 船体 整个 受 力 情 
况 的 前 提 下 ,可 将 船体 各 组 成 结构 中 的 应 力 与 变形 一 起 计算 出 来， 

D 完全 可 以 计算 空间 锐 构 ,无 须 一 定 要 将 空间 颖 构 化 为 平价 缚 构 。 

D 可 以 不 将 骨架 和 板 分 开 , 而 将 骨 荣 和 板 一 起 考虑 。 

目前 ,在 船舶 结构 力学 领域 中 ,人 们 正 是 在 这 三 个 方 敬 进 行 了 大 晤 工作， 发展 很 快 。 特 别 
是 用 了 电子 计算 机 后 ,对 空间 结构 的 计算 最 容易 做 到 ,读者 在 学 了 本 课程 之 后 就 可 以 做 吧 这 一 
步 。 面 其 他 两 个 方面 的 工作 在 国内 还 有 待 于 进一步 深入 研究 和 进一步 发 展 ， 最 后 达到 结构 计 
HEJAR, BEARREN EAR 

虽 锥 如 此 ， 一 个 结构 的 计算 方案 的 选择 还 是 不 能 脱离 计算 的 实际 需要 ， 因 此 在 实际 工作 
中 ,如 何 正 确 屿 确定 计算 图 形 和 选 定 计算 方案 ,还 应 殷 妖 不 同 任务 的 具体 萤 求 米 考虑 ， 这 一 点 
在 下 节 中 还 将 进一步 予以 说 明 。 

$1-3 船体 结构 的 计算 图 形 

在 船体 结构 计算 中 ， 不 论 是 用 传 纺 药 计 算 方 法 还 是 用 电子 计算 机 计算 ， 部 必须 对 实际 娃 
构 吉 以 简化 。 简 化 后 的 铺 称 常 称 为 结构 的 “理想 化 融 形 ?或 “计算 图 形 ",“ 计 算 模 型 ", 亦 有 串 敌 
结构 的 “力学 模型 * 的 。 


带 板 





可” 棋 据 巾 国 钢 船 建造 规范， 若 王涛 人 邮 架 的 平均 间 焉 ， ГАИ, MERER b, 的 取 法 如 下 :对 于 小 骨 材 ， 即 
КҮР УШЫН. ЭД. МЕЩАН, В.В. TAR BEES. И. BES. ЕК, оҷ 





1 时 ,b=B М 16 b r b. = 0,03 РВ, АЕБ BER TETHER ТЕПЕ Н, 
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ВЕ ВНЕ. НЕОН ИЕЗИ Ж Ж 
形 定 的 ,因此 它 不 是 固定 的 ,一成不变 的 和 东西。 下面 我 们 把 今后 在 船体 结构 计算 中 一 些 常见 的 、 
典型 的 , 亦 是 本 书 中 主要 研究 的 结构 计算 对 象 及 其 计算 图 形 作 一 简要 的 介绍 。 

先 谈 船 笨 中 的 板 。 船 体 中 的 板 是 连续 的 板 ， 它 构成 船体 前 外 形 ， 所 以 总 的 说 是 具有 曲 庶 


图 1-5 

的 板 , 受 到 纵横 骨架 的 支持 。 在 研究 站 体 板 的 疝 愿 时 ,通常 拒 四 局 由 级 横 肯 哥 支 持 的 一 部 分 
板 作 为 对 象 。 这 样 ， 船 体 中 的 板 就 可 简化 为 具有 和 矩形 周 界 的 平 亿 。 叔 上 的 荷 重 可 分 为 两 类 ， 
一 类 是 垂直 于 概 面 的 荷 重 ， 如 作用 — 
于 板 上 的 水 庄 力 ; 另 一 次 是 位于 报 
THREE, САИ А О Е 
用 于 船体 板 平 面 内 的 应 力 „ТЕ 1-5 
中 表示 了 矩形 平板 上 的 这 二 类 和 巷 
重 。 

иаи, IRERE Si 
体 板 上 开 日 的 应 力 集中 问题 ， 见 图 
1-6, 这 时 远离 开口 处 的 板 的 阿 界 支 
ЖМЖ, FEDERE 
开口 的 大 小 和 形状 ; 或 者 是 在 研究 
双 层 底 铺 构 村 把 双 层 底 当 作 是 严 层 
板 来 考虑 ， 我 们 在 计算 中 总 是 讨论 
а ааа 

ПРЕЖНЕЕ, НЕА 
体 中 的 骨架 一 横梁、 肋骨 、 助 板 、 
维 骨 、 维 榭 等 大 多 是 细 长 的 型 钢 或 
组 合 型材 ,所 以 这 种 骨架 被 称 为 “村 
件 ”, НА“. ШИН ЖЕНГЕН 
ЕЯ AIRE”, Ш 
系 ”。 就 整个 船体 面 言 ， 船 休 的 杜 
系 是 一 个 复杂 的 空间 系统 。 而 企 实 
际 计 算 时 则 常 把 它 划 分 为 一 些 形状 
比较 规则 的 、 比 较 简 单 的 计算 图 形 
来 考虑 中 。 下 面 以 一 般 的 远洋 干货 船 为 例 ( 图 1-7)， 将 典型 的 杆 系 介绍 如 下 ， 











Ф 在 个 别 情 况 下 ,可 以 将 某 些 骨 架 当 作 和 单独 的 杆 来 处 理 , 如 支柱 ， 


ЖП АНАН И ДШ. 





图 十 8 


《或 下 甲板 ) 的 骨架 由 ,甲板 级 衔 与 答 口 电 
ЗН, РЕ НААН ЕЛ H ЖИЫНЫ 
УГ ЕЗЕР ЕЕ, Wml- 
9 (a) ТЖ R ЕЩ Г HRT 
RAZ ‚Е “ЗЕ У” (grillage) “Е 
AD, ЖЖЖ ЙЕ ШТ Зе 2р Ж 
ВЕ ИМЕ ЖЕ 1-9(b) 中 的 板 架 。 

HARE НАЯ ВЕ, 
АО Вен, Те М 
ДЕПО В Ez У 
MERR. KATA ЕН e BJ EE 
的 ,并 受到 作用 于 杆 系 平面 内 的 载荷 作用 , 政 
FKA “КИА” (rigid frame), MEI- 
К ИРЕ ib МЕ E A BAE Iy: 
ENEH TREKKA, ТЕЗЕП 
中 不 会 发 生 线 位 移 ， 故 在 该 处 加 上 支 座 表示 
不 可 移动 。 横 梁 在 舱 日 处 的 支 座 表示 舱 口 级 
梁 的 支持 作用 。 

ЖЯ) ЗЕ р ЯАР ЖИЕН N зр жЕ 























ЛЕНЕ АА, ГЕ Е ТР ЖЕНУ PR rh ЗАТ 


BERSA 














дл, CRA 
MBR о RRE. EHAA 
骨 时 认为 强 横梁 有 足够 的 刚性 支持 纵 骨 ， 从 而 
可 作为 织 央 的 刚性 支 座 。 纵 骨 在 权 舱 壁 处 则 作 
为 刚性 固定 端 ， 这 样 就 得 到 图 1-8 中 的 计算 图 
形 , ERRO, 

а TELH 
УЛЕЙ SERT RETT ИШЕН Stay ТИЙ 
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HK, БШГЕН ТАЕ ДЕ ЕВ НГЕН ДЕДЫ ТЕ ДИЕ ДИЛЕР ЕРИ, 这 样 就 
得 到 了 私 由 机 浴 与 且 骨 组 成 的 刚 架 , 如 网 1-10(Һ)„ 

构架 利 列 架 访 两 种 平 而 丁 系 虽然 形式 上 相同 ,但 它们 所 受 的 外 载 敬 的 作用 方向 并 不 相 轩 ， 

而 芝 形 特征 亦 就 不 同 ， 记 以 将 分 别 予 以 研究 。 

芭 后 看 船 遍 。 船 二 的 妈 民 底 是 一 个 比较 特殊 的 结构 。 整 个 双 导 底 可 以 大 作 是 一 个 夹层 板 ， 
常 称 为 “组合 讼 ”, 亦 可 以 看 作 友 本 系 结构 。 当 把 它 当 作 杆 系 绩 构 时 , 则 将 双 层 底 视 为 由 底 级 柏 





ЯПАН АН 2 





ХЖ, АЕ, ИПИЕ ЕЕ НЕВА IRIA DS FAR, Bi 1- 


117 РАЗИНА АНЯ Н Е 算 时 可 作为 支持 在 助 板 上 的 连续 梁 。 


中 ”对 于 再 
ЕЛ 




















Р АРЗ ЗЕ ДААП ЕЛЕ МИҢ А}, BERME 号 -5 中 将 要 指 时。 同时 受到 
ЗАЯАТ, 订 算 其 应力 时 可 以 分 别 计算 甲板 荷 前 及 热 向 力作 用 下 的 结果 后 相 加 ， 这 就 是 上 节 所 述 的 将 船 体 











Ыр ЫБА Л 








я. 这 里 我 们 仅 考 虑 局 部 变调 。 


Ф жиз 
шр их 
жш ОТН, 
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ЕС Перекрытил, ЕДК ЧИНЕ БИЙ ВЕР ИНДЕ. ЛИН Б ЫИ, ААН а. щт 
= Ж ЖОР RETIA РЕМНЕ Е 








中 ЖЕЕ Te, В, т, = 











{а) 





(b) 
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BERRIES. Юр ТИЕ ЖИЛЕ 


性 结构 中 三 种 典型 的 梓 系 。 


在 电子 计算 机 得 到 应 用 之 押 ， 竺 形 平 概 及 二 述 三 种 杆 系 - 直 是 船舶 结构 力学 研究 的 主要 


对 旬 生 。 贿 普 电子 计算 机 的 应 用 ,月 前 对 空间 
结构 和 复杂 结构 的 计算 已 成 为 可 能 。 因 此 就 
出 现 有 空间 结构 .要 村 结构 ,船体 立体 能 段 统 
构 等 的 计算 图 形 ,图 1-12 ЕК НВ 
BRAHA ЈЕ, E 1-13 УЖИН 
骨 刚 架 离 散 化 的 计算 图 形 。 目 前 出 已 经 有 对 
整 条 船 进行 分 析 的 结构 计算 图 形 。 
在 本 书 中 ， 我 们 就 将 对 以 上 所 述 的 船体 
结构 中 的 板 、 轩 系 及 其 他 结构 进行 分 析 研 
穹 。 在 以 后 前 教学 由 ,本 着 出 简 到 繁 , 出 特殊 
到 -- 般 的 认识 岗 律 ， 将 先 讨 论 二 及 丁 系 的 强 
度 问 题 , 再 让 板 的 强度 问题 ,最 后 讨论 杆 系 和 











f 


HRE 








图 1-11 


Ж ЕТЕН. EATE , 先 讲 结构 厂 学 中 基本 的 * 力 法 ”(Force method) ЕЕ “位 移 
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Ф 在 内 河 驱 机 和 工程 郁 船 还 有 少量 的 杭 架 结构 。 


































ЕН 
ШЕШШ 
1-13 








法 *(Dispiacermnent method) ， 百 讲 利用 结构 应 变 能 的 “能 量 法 * (Energy method), ДЕ ЕТИ 
介绍 用 电子 计算 机 计算 的 方法 , 即 * 算 阵 法 ”(Matrix method) #1 tik” (Finite element 
method), 


з м . 
1.1 ИЖЕ, ВЕЩИЕ E SK G hii? Биш РЕ ДЕ R {Ж ПИП АРЫП ИД? ОНЕ E E 
FARAS HAZARD Hh B? 
1.2 ЖЕЕ о, ВЕНЫ, AR PEN K ИН НЕ i q П НН 
1.3 ШТАНЫ. ПАП. 船长 113 m, ЯТ 21,0 ш, 
12.5 аш, К 9.2 ш, 1.4 m БЕНИ 22.(mm, PED ЭУ IS IARR 16, 外 底板 厚 18; КЕЕ 
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MEX Мо. 200 RRN ШЕПН, s= 750, EARR MR D 122780. ， 问 中 3s， АШ 


1125000 › ВІВ зы 12, ВЕ 39: ВМ 16, Е АЛЕНЕ) Мо, 22 bit aM, НЕ 


Хо, 240 НЯ, EAL si AIEE 2 m В 6.6 m ИВР 9.1 m, itek ERRAR, E 
НКЕ Р, ИДЫ ЫЕ. Ka H ЖИШШ И ИЕШЕ. ЗЕ 90А | АТН р, НГУ РЕНА, 
ЕЕ ЕЖЕН ЕНИ ly Rz, 

14,4 ВИН, ЕН 1,1°, АТ 620 mm ‚дшн ЕЕ ДИЮЕН ШЕЕ Ж. 
ЗН БЕН SMAD ЖЕП. AR SAA SESI ИРЕН К НЕ И ЖЕК ДАЖЫ, 计算 时 骨 
Bi RERA. CA: KER ры = 10.05 КМ, ВН, EE y= 6 EN /m3, 36 8 Е 20 
2.1: ХАТЕ, 















































| 1 р ш 
ЕАР | А | 形 心 位 置 | ЕИП 
(mm) | (ст?) эә(ст) | Ileni) 
`a 2 _ n 十 _ -- 
| 120% 80%8' 156 615 | 229 
Ve | i 1 
z z “一 一 -一 1 — ` - - 一 ”一 一 
130x80x10 213 у BB | 3.82 








El 1.1 


1.5 KREIRA РЕ. ЛЕТА ВЕДРЕ RAEG ер ДЕШЕ ДО? 


第 二 章 单 跨 梁 的 弯曲 理论 


$2-1 梁 的 弯曲 微分 方程 式 及 其 积分 

受 外 荷 重 作 用 而 发 生 弯曲 的 枉 件 叫做 “ 梁 >?。 如 果 梁 仅 在 两 端 有 支 座 支持 ， 那 来 这 个 滩 就 
起 “ 单 跨 梁 ”中 

船上 的 骨架 是 一 个 复杂 的 杆 件 系统 。 在 大 多 数 情 况 下 ,骨架 在 外 荷 重 作 用 下 将 发 生 弯 曲 
变形 ,因此 组 成 骨 扣 的 各 杆 件 都 可 看 作 是 粱 。 以 后 将 看 到 ,在 分 析 杆 忻 系统 的 时 候 ， 总 是 要 把 
унии, хил уже, 

研究 单 跨 梁 的 弯曲 问题 ， 就 是 要 在 已 知 潜 的 尺寸 , 梁 的 支持 情况 和 梁 . 上 外 荷 重 的 条 件 下 ， 
求 出 涌 弯 曲 时 的 变形 和 应 力 。 下 闸 我 们 将 从 梁 的 变革 微分 方程 式 开 始 ， 建 立 梁 弯 娄 理 论 的 基 
EAR ARAA Жи Н BS. 

. ЖЕНИЛ ОЕК 

НН BDE” YAM. 所 谓 平 断面 假定 就 是 指 梁 在 弯曲 前 的 断面 在 
НЕ, НЯ А ПАРНЮ. М ЕЕ, Mi 
前 应 力 将 引起 梁 断 面 的 掉 蝗 ( 详 见 本 萤 $2-4)}。 但 实践 证 明 , 当 染 的 高 度 与 梁 的 长 度 相 此 是 很 
小 时 ,更 应 力 引 起 的 到 曲 将 很 小 而 可 以 不 计 , 所 以 坊 平 断面 假定 得 到 的 弯曲 理 论 仍 能 适用 于 一 
УИ НУ. 

ИЕН 2-1), БЕН РЖ 209, HAE т 轴 在 梁 的 中 性 屋 .上 ， 
HAKE, УЗННТЕ ЖЕ, 2 су 弓 成 右手 坐标 系统 ， 梁 的 外 蓓 重 限 于 在 xOY 平面 内 ， 
于 是 村 将 发 生 «Оу 平面 内 的 弯曲 。 当 弯曲 时 ，z 轴 上 点 的 垂 向 位 移 b Ае ЕНЕ”, (д) 
叫做 染 的 * 找 曲线 ”,z ERG У ЯНЕ МРН), 














图 2-1 


根据 平 断 面 假定 , 梁 上 康 来 相距 为 ds 的 两 个 断面 变形 后 将 相互 转动 如 图 2-2 Br, TE 
ПРА EPEE У 多 的 纤维 的 相对 伸 长 ( 即 应 变 ) 为 
Y 


ё = в” Е (2—1) 


式 中 охай Ор, 


四 EFRE- TRARA CRE ЕШЮ, 





HEAD АП, "428 ou: ЛАУ АДЫ, Ж ЖИШШ ШИШ Ж ur 8 ТКО BARRA 
1 Фо _ 
p T de” (2-2) 
вл A (2—1) ,并 注意 到 在 日 前 规定 的 坐标 系统 中 ,图 2-2 中 的 曲率 是 负 的 (dv/dz? 
<0), #19 
e= ~y E (2-3) 


BEREH EHTA Я зал А, WENE Р HERI AH 


g=Ee= - Ey (2-4) 


н Е 为 材料 的 弹性 模 数 。 
法 断面 上 弯曲 正 度 广 的 合力 应 等 于 零 , 即 


о 





= 


由 此 得 


| ydA=0 


йн А УЕ 
ERARE AAN z 轴 的 藤 算 车 于 零 , 因 此 梁 的 中 性 轴 通 过 断面 的 形 必 。 
梁 断 面 上 订 曲 正 应 力 的 合力 后 等 于 该 断面 上 的 次 矩 。 若 规定 弯 从 M 的 正 向 如 图 2-3 中 
所 示 ; 则 有 
-| oydA=M 


由 此 得 
dèy 
ЕЧ. | raa =M 


一 10 一 ， 


式 中 的 积分 为 梁 断 看 对 z АЕА Г. 
1 =È мад 
于 是 得 到 
` Чи _ _— 
ЕГ = M (2-5) 
ИЕ ГИ. 
为 了 建立 梁 上 外 荷 重 与 抄 度 之 间 的 关系 ， 需 进一步 研究 梁 的 平衡 。 我 们 现 暂时 先 在 梁 上 
受 有 分 布 茶 重 的 部 分 取出 一 长 度 汶 dz ARE ВЕ Е НОА НЫ Г gde, PR ELB BI T HIS 
ЕЯ М ялау М, WA 2—3 ло ЛЕН, Н М ASA М 的 方向 都 是 我 
ПЕ ER, Я ВЕ РЕ, A 
dN = gds 及 dM - Nda- qda? = 








н BIS = А, ШИВ 
aN ад ФМ шд O 
ЗЭС (0-5){& Лав), 
2 
. (5190) =N (2-7) 
É 
z z 
(Е) (2-8) 


2-Е [ЩИ УУГ EIN o 

ЛЕВ БАЁ Р, RPE T -FEER НОЛА САНА a RU ОЦ. у ГОНЕ Е, ИЕ 
РЖИ РФ, 

НШ ?一 一 癌 下 为 正 : 

梁 的 断面 转角 doydc 一 一 顺 时 针 方 向 为 正 3 

ТЫНУ Е 必 一 一 在 左 断 面 道 时 针 方 向 为 正 , 在 右 断 面皮 时 针 方 向 为 正 ， 

梁 断 芹 的 前 为 入 一 一 在 左 岂 面 向 下 为 正 , 在 右 断 而 向 上 为 正 。 

2。 梁 弯曲 微分 方程 式 的 解 

根据 前 面 导 得 的 关系 式 ， 将 微分 方 积 求 解 后 就 能 够 得 到 梁 的 前 力 、 杰 符 、 断 面 转角 及 挠 
度 ， 现 限 世 讨论 等 断面 前 梁 ,这 时 微分 方程 太 (2-8) 变 为 


ЕРУ = q (2-9) 

逐次 积分 后 ,得 
Elv” = | айа+А= № (2-10) 
Его" = (айа Az +В= М (2—11) 


@ AARS EUSA MAR AAR шт ЫЕ рЫ ТЕШЕ БАБЕ BERSIN y ЗЕНА F, +f 
В y 轴 正 向 朝 上 ;六 以 实质 上 符号 法 到 是 一 至 的 ， 


























= 1 Г па о, È -a 
ú s| ч иг El +С! (2-17 


(СРР оа 4 ,Br кь К 
v= ш еее ВЕ + БЕ +Cu D (2—15) 
Ap А,В,С. рда, 
АИК ЈАНЕ M GA МЫН 9 ЛО о PER GAER" 
SLE, ИАН О ЕҢЕАЗ = 0 ОИ, е 0, ў 
ж М, BBI МН (2-10) (2-13), e = 01), 可 以 得 出 
A-N, BM C= DEN 
РЕ КЕШ (2-15) n| Wk t fi: 
_ Mr Мыз 1 С аа _ 
овоа МУР + ужу] |}, 010 
ИЛЯН (2-12) л 02-14) Я В РОТЕ Fi ED, лр ЖЕНЕ 
НЕНИЯ, е АЛУ А Р, ТТВ АУЕ RA RAIE 一 些 讨论 。 
НР БАНЕ ТЕА ЕЗ Е ао) 8928 ВЕ ТРУНА А, ЛАШ ЖЕ ЕЖУ 
ЛЕШ АЖАЛ (ЙИШ р ЯЕ B) НВ В КЕ З ЖЛ E 
式 (2-14) ,在 没有 分 布 苟 重 的 情况 , 它 将 变 为 





， М уа? №? уБ 
рео бй рр + ру (2—15) 
л, АЕН: ЧЕ ДЧ 4-4] p 
SHER >», 6, Mo Ë N, СВ “D | 


58”). ЛЕН, И -RIERA 和 | 一 一 :. 
WER Co, в, М. 及 М, (Е, ЖЖ И О | 


BARRERES А-Ы ЖЕМ) pi ni > 六 一 一 _ 
#1. 1 
РТ ВЕЕР АМЕ Л и 
作用 的 梁 ( 图 2-4) 。 我 们 把 梁 分 为 两 段 来 
жш, 4 оса 8-8, beesi YER, РЛ P AELE Ис БЫКЫЙ 
д. TEISE, BJ eu pr EO 
_ Ma N 
Об, БЕГ 


第 二 眉 相 对 于 第 一 段 米 说 ， 它 在 端点 多 了 一 个 集中 力 ， 这 个 华中 力 相 当 于 第 二 段 的 一 个 初始 
前 力 , 且 为 正 的 ， 所 以 梁 的 找 度 在 第 一 段 过 渡 到 第 二 眉 时 将 仅 增加 -项 与 了 有 关 的 项 : Ра°/ 
6 El, И, z ЯН ЕЛИЯЖЩИЖИ, Уа ЖА = =:-6, Ви РЕЖЕТ 前 加 
一 个 符号 ,3, 囊 示 此 项 在 z>-b BJA e EB РАШ 





2-1 








- M № Р(х - Б)? 
р=0,+60,2+ БЕ] + ЕГ SEP” 





O 0 2-4 FJ B f, ВВ r= Му = ЕТТЕ AE ЖЕНЯ РИВА, АА s АРА го 与 
Moh, 


м } 0 — 





FJ, ИИ К т = а К-ЗА, НОА 2-5 ль MA EER 
Е ВОВЕ ВЕ >а 后 增加 一 项 ; 
| RE 
а 2 ЕЁ 








Ё 2-5 图 2-6 


分 布 力 的 作用 可 视 为 无 穷 多 个 集中 力 之 和 (图 2-5), MUERE сес НЕЕ 
状 的 分 布 荷 重 9(%) 时 , 梁 的 找 度 在 o> c 后 应 增加 的 项 为 
| í: Е , 
6-0 
WE >d, 则 此 式 的 积分 寺 限 应 党纪 
综合 以 上 记述 ,对 于 一 般 倚 重 作 用 下 梁 的 找 曲 线 方 程式 (图 2-2) 可 表示 加 下 


Мы? Ма? 


= _— 1-—- и _ 一 z 
Е ‚|, 了 六 的 二 





| БЕ 


+ 








|. 90а ~ EdE (2-16) 


ДА АА НИИ H A Io 


° 


©) | q(x) 








В 2-7 
不 难看 出 ,如 果 图 2-7 НЕ =Р=о, НАК, 
М М + | 


p= D + Ü,Z + ЕТ + 


由 积分 学 可 知 ,函数 f (z) i) в 次 积分 可 化 为 
ео оту repeat 


° g 





9-а 5н (2-17) 


H J Ар] 
r qO ске PEPE qun) чш 
|, Ер (78 КИЯ! рр 9% 
Э МЕ АзЁ (2-17) НОП АГ ЕШ БЕА ГЕ 


时 的 挠 则 线 式 子 。 
以 上 寻求 梁 挠 曲线 方程 式 的 方法 称 为 “ 初 人 参数 法 ?。 


$2-2 ЖИР: 


уу ig ЕРА НА АОК АА-А НС, wa ЛГ а ААО ЗРЗЕ PE, 

粱 端的 边界 条 件 就 是 雄 应 榴 黄 要素 的 特定 值 或 夸 曲 要 素 之 问 的 特定 关系 ， 它 们 取决 于 鞭 
端 镶 支 座 情 况 。 不 同 的 支 座 对 梁 有 不 同 的 约束 ;因而 说 给 出 不 同 的 边界 条 件 , 雇 以 研究 烘 的 边 

以 下 将 先 介 绍 道 浸 的 自由 充 持 和 刚性 固定 端的 边界 条 件 ， 再 介绍 弹性 支 座 和 弹性 固定 端 
及 其 边界 条 件 。 

1， 自 由 支持 在 刚性 支 座 上 

EENE MOR A G BR m IRTE LiiR A a E DAI E RE, mE 
动 无 限制 ,如 图 2-8 所 示 。 人 名 

出 于 梁 端 能 自由 转动 , 故 梁 端 断面 的 窒 算 为 零 面议 为 不 等 二 零 。 这 样 , 自 出 支持 在 刚性 支 
Е En ba О E LES 5 р. ММ = КЇ?” вот ОУ 

2=0№ =ù (2-18) 


92-8 [9 2-9 
2, 刚性 固定 在 刚性 支 座 上 
比 邵 通常 所 滑 汐 刚性 固定 端 , 它 阻 止 梁 端 发 生 拨 上 度 与 线 动 , 见 图 2-9 。 故 梁 在 刚性 固定 闪 
АЕ РАН ТОЕ ЛЖАН Ру 








y=0 及 2 =0 (2-19) 
3, 弹性 支 座 
如 果 前 面 的 自由 支持 映 , 它 在 受 力 后 将 发 生 一 个 正比 于 支 座 力 的 找 度 , 那 未 这 个 支 座 就 巴 
АЕ ИК”, 


Е 2-10 Ж ГАЕМ ЖЕ. ХНУ R, ZEER JJ 
ЕЛ] ТЕНИ и, ЩЕК 的 正比 关系 可 写作 


v=AR 或 "= 二- (2-20) 





Ф италии АЕ РЕ СТА 2-8 ОЗЕ Яд, ДНА), 
ЖИЕ ИЖИ, ЕЕЕ P UA 5 5386), 











式 中 A PRESE AN”, КОЕ ОЕШ ЖЫ”, ШК АЗ КНУ» ЩЫ, М 
А=!/К. 





图 2-10 


由 于 对 深 来 说 , 支 反 力 RR 就 是 梁 端 的 前 为 ， 因 此 就 可 以 把 滩 端 挠 度 与 前 力 之 间 的 关系 找 
到 。 但 十 注意 到 前 力 在 梁 左 断面 与 右 断 面 的 正 向 是 不 交 的 ,所 以 如 果 几 前 力 N = ЕТ», 来 联 
Ж 5, 屠 来 存 渠 的 左 断 面 与 右 断 而 的 表达 式 中 必 差 一 负 号 , 即 





左 端 断面 ， v= ~ АЕТ” 
кши, сле» | вао 
PAR EE RER ЛЕЕ. AT H АЗСА Е ЕЛЕ Б ЖЕ 
v=o K v= FAEIv” (2-22) 
当然 亦 可 能 有 刚性 周 定 在 弹性 支 座 上 的 情形 ,此 时 相应 的 边界 条 件 为 
v=0%  оЕЖАЕГИ" (2-23) 


如 果 弹 性 支 座 的 刚性 系数 长 = со( ЕЖЕ А = 0), ХЕХЕ, НИЕ 
ИНЕ. ЭЛЕЕ ЖЕШ K =0 (REELE А = oo)， 这 时 支 座 的 力 Ю=0, 而 
20, КИЖИ ИЕ, . 

4， 弹 性 固定 端 

如 果 梁 的 国定 端 在 梁 受 力 弯曲 后 发 生 有 一 个 正比 于 梁 问 弯 矩 的 转角 , 则 比 园 定 端 叫做 “并 
ЖИ ЕЗД o 





[| 2-11 


图 2-11 家 示 了 弹性 固定 端的 计算 图 形 EUPA A MPR EEDE MAG ВАНА) 5 BEE 2н 
受到 梁 作 用 于 辐 定 端的 弯 秆 为 路 ， 辣 定 端 发 生 的 转角 为 8， 则 9 与 М 间 的 正比 关系 为 


0Ü=aM 或 = М. (2-24) 





式 中 a ЭЖЕН" Ж ИЖА”, КОВЕР", BA ai KREAN 
Ж, а=1/К, 


如 果 按 图 2—11 中 所 示 的 变形 ; 梁 左 端的 转角 为 正 弯 率 亦 为 正 ， 梁 右 端 的 转角 为 负 地 矩 为 
正 ， 因 此 转角 与 过 算 间 关系 的 去 达 式 在 粱 左 简 与 右 端 亦 差 一 负 号 , 邯 


左 端 断面 : 0 = aE Ia" 
ЖЕ. y= —aEIu | (2-25) 
Е РЕ ЕИ К. 
ЖЖ БАЗА КЕШ] ЕЛЕК ТЕ САК E, МОЕ РЕЖ 
2=0 Ж v=+aEn" (2-26) 


刚性 因 定 端 为 弹性 周 定 端的 特 便 , 因 为 它 可 看 作 是 弹性 辕 定 端的 柔性 系数 a=0 (或 刚性 
ЕЖК = co) 的 情形 。 如 果 弹 性 固定 端的 柔性 系数 а= ce( 或 刚性 系数 K = 0) ,就 表示 没有 限 
制 梁 端 转角 的 固定 端 存 在 ,也 就 是 自由 支持 。 
当 热 , 亦 可 能 有 弹性 固定 在 弹性 支 座 上 的 情形 ,其 边界 条 忻 将 为 
ж, v= - AF16”. р’ = aE Iona (2-27) 
右 端 ， р= ДЕЈ", р = - aE I! 
显然 ,前 述 记 有 的 支 座 均 可 出 这 个 情况 导 得 。 
如 果 А=соҢ а= oo, 表示 梁 端 根本 没有 任何 支 座 ,这 就 是 完全 自由 端 ， 这 时 梁 端 的 挠 度 
与 转角 都 不 等 于 零 ,而 弯 拭 和 前 力 都 等 于 堆 , 其 边界 条 和 件 为 
ЕГ” =0 及 ЕГ” =) (2-28) 
ЖЕ ЖЕ ЕЙ ЕЕН ЭСТ ТЕЗЕ . а - 
ми $ 4-3 中 介绍 。 ОТ, 
有 了 梁 的 边界 条 件 ， 就 可 以 用 找 曲 线 方 程 РАЗ 
式 来 计算 各 种 单 跨 梁 的 找 度 和 其 他 弯曲 要 素 。 ! — 
下 面 举 儿 个 例题 。 
H1 求 两 端 自由 支持 在 刚性 支 座 上 2 Ги 
НИ: ВН С 2-12), 
解 ” 本 例 中 均 布 菏 重 由 沿 粱 长 分 布 ， 故 可 利用 方程 式 (2-14): 
_ Ми МЗ тїт[тїт q . 
пабе р + eer агаа 
式 中 的 积分 , 当 q = Ж А8 
т{гт[тї{хтл q 4 gæt 
м | i тү _ ЕР 
жа ЕЛЫН H ЖН ТЕНЕ КИ Е, и=М,=0, ХМ, = - 91/2, МЫ 
02-9 + qa 
s= 0 12ЕТ * 24ЕТ 
AP 0, НН Е RA о =ОЖЩ, =! 代入 上 式 , 得 


-gË 4 _ 
орт + ET’ 








Е 2-12 





ik 
6 = gh 
24Е1 





- 6 — _ 





РН 
_ qia giz? qat Ч 一 
°= MEIT ET МЕГ“ т ие) (2-29) 
912 Ж 2-13 中 所 示 受 集中 力作 用 的 单 



































跨 潜 的 挠 曲线 方程 式 ЖЛЕ WÉ FE НЕ р 
ЕН а=/(3ЕГ); 梁 的 右 端 为 弹性 о | к 
EE PERAS А= Р /(4ВЕ Г), І 1. | j A 
м UTEN, НУВ | Я 
-p „Ми p NV nt. 
р= 0+ ZET Е ! 
P 1 ү А 
+] т (2- ғ) нз 
Ву a= о ЛАТ = 0 Жб,=аМ,,} Ж а=ИЗЕТ, 1 
_ Min Mr Мыр? P /ly 
PS ЗЕГ OEI + eer +|, GEI (2 2 ) 
ЯН == 处 的 边界 条 件 ， w=0 及 z= AEIv“， 为 此 先 求 出 
„М — M, L N z P _ 一 了 
РЕГ) r t|. gr z) 
“= М, Р - 
? “EI + Е 
W 
M.+N.L + Р! =0 
K 
МР M Ë N. " P га s _ Йй _ 
SET OTET IGET * ogr (7) ЛЧ"? = ВЕР 
由 此 二 式 可 解 得 
_ 7 -~ 20 
M,= 66 Pi, №5 ss P 
FERAH W 22 Jy BE zü В 
_ РВ т жт о, т ш 20 23 rr 1\7 
= ет ааа А) (2-30) 
83 ТРЕЕ К, ЕЕ, 
+ — E. а ЮЖН {н АР, KH ЦЕ IE 
| “>g 4 BSR J (B 2-14) 。 
| ! | 解 ” 应 用 方程 式 (2-16) ， 当 无 外 荷 重 时 ， 
| 一 | 得 
у ` _ Mi: №? 
[a 2-14 р= u + Ü,z + "> ET + EP 





Р Е м A R ER E , НЕ b =, =0, F: = 


ци Ma N. Т НК ВНЕ lU e= р=А жо = 0, 得 
М, МР Мы МУР _ 





АГ ЕГ А ТЕГ ZEI? 
ҥй а 
M = ВОРА ,No 12814. 
ДИ ЙЕ ОТАУ 
оз А(%-- Эт) (2-31) 
ТАТ Ж ШЕР ИЙ Jy]; 
М=Е = SEIA (12.28), N = Ef” = — (2-32) 


ЛАЛ З Ba W УЧ 
(2-33) 


ER 2189.71 59 99 EAP, 
本 合 的 结果 将 入 第 王宫 $5 5-2 НИ, 


$23 梁 的 等 曲 要 素 表 及 应 轧 计算 

1。 单 跨 梁 的 咨 曲 楼 素 表 

ЕТ ВН ААС, WA ESEA ER RREN НЛ Е 
ВЕЛ ШИРИНИ ЗК, РАЯ И В ВУ НЕК ЗЕ С, Я ЕЕ 
可 查 用 。 在 本 书 附录 A K A-1— АА АЯ ГЕ, НОСЫ, МНН 
Залу — РЈ НА E 35, MAREE RESER, Е A-5 及 类 А-6 АНТ ож 
EAEn- АЗ ТЕЛЕЕ ТИГЕ ЖЕРИП ЕА ЖЕНИ ДЕР h Е, АЕ ЖШ В РЕНО 
“ 穿 曲 要 素 宾 ” ,类似 的 表格 亦 可 以 在 船舱 结构 力学 的 手册 中 找到 外 

有 了 弯曲 要 素 表 , 对 于 一 定 尺 度 和 结构 形式 的 单 跨 梁 , 在 不 同 载 茶 作用 下 的 弯 骨 要 素 都 可 
以 方便 地 计算 得 到 。 由 于 目前 梁 的 变 曲 公式 是 在 小 变形 与 材料 符合 虎 克 定律 的 前 提 下 导 得 的 ， 
所 以 梁 的 弯 间 要 素 与 梁 上 的 外 载 间 成 正比 ,或 深 的 弯曲 要 素 与 外 力 成 线性 关系 。 这 样 ,如 果 梁 
上 受到 几 各 不同 的 外 力作 用 时 ,就 可 以 用 “从 加 不 理 ”《Principle of superposition) 来 进行 计 
算 。 即 粱 上 受 有 郊 镍 外 力 同 时 作用 各 的 弯曲 要 素 可 以 分 别 计算 各 外 力 单 独 作 用 时 的 弯曲 要 素 
а, РЕЛЕ. 

例 1 求 图 2-15 офи НИНЕ НИЕ, ЛЯ. EENEN 
УЖЕ НЧА Ийин Л P ACAN = 0.2 PL 

E ДЕ PANEN, MEEHAN (С 图 2- 
15 及 一 个 仅 受 集中 力 已 作用 的 粱 (HL2-15c) 部 加 起 来 。 出 附录 表 4-2 中 № 与 №3 中 
移 销 果 , 可 得 滁 中 点 的 找 座 与 端点 的 转角 为 

— 18 一 - 





Р РВ a, -mi РЁ 
ТЕГ 1 азЕ1* 0601057 ЗЕ] T 18ЕТ 

ТЕТ РЕР А БВ J ПЕ ЛЕШ ИЕ, ВП ЛУ Жн] нах РЕН ТЕРНУ БН ӨЛ. 
ЕЖЕ). НН БЕН МЧ 2-154, RAS EEA A, 其 值 为 
0.2РІ, Е КИС -0,25 P+ 0,11 P= - 0 15РЬ, 


p= D +20, = 


0.25P1 





2-15 


ЗН РЯ js ПХ 2-15(е) 前 形式 ， 这 种 阐 法 的 优点 是 梁 的 正 、 负 弯 矩 分 别 在 基线 上 
TERRE., БЛАН ЖЕ 

HÆMME m ПЛ Jy РА МИЯ 2-15). 

ШЕН E] ЖУЙ ЕЕЕ ERANA ЖАНУ Н ДАТЕ ЕЕ, Dll 
可 将 自由 支持 梁 看 作 荐 一 种 基本 形式 ， 从 而 掌握 自由 支持 梁 的 弯曲 要 素 计 算 有 十 分 重要 的 意 
Ж 

例 2 计算 图 2-16 a tiM у Н НН ДААЛ, В ДЕШН 
SE. J, вм P= Q, 

W Щр ARE Ар ҮЗЕННЕ 4-3 上 查 出 ， 
ES 7 ВВ QE 
>) "ЕТ “192E7 

УЖ Е УЛТ УЗИ В КОНА РУНИК. НЕЕ А-З 可 查 出 
WAEN 








ИЗ plo- Зо lo 3 
到 -1 


тет МЕДИ 2-16(b) НИИ, НИНЕ РЕН A-2, НН 








Fi 





n 





2-16 


в = ME _ ОЁ _ РР L. Q 
t EI EI 15ЕГ 3251 
ЯЬНЕ, В А АТР H H ЖЕРЕ A A ВА А 2-16(c) ,{d) 所 示 。 
例 3 计算 图 2-17(3) 中 两 端 刚 性 国定 梁 的 弯曲 要 素 。 


m ` М, m М, 
а :~ 
| ; pr 
| { 
үсү} 9 i 


(a) (tt) 
Р 2-17 

м 在 附录 表 4-! 中 没有 这 种 载荷 下 的 梁 的 解 АЕ Н ЖЕРИНЕРЕ ИЛИ 把 
梁 化 为 两 端 自由 支持 的 《图 2-17 5), 分 别 列 出 图 2-17 (b) 中 深 左 端 及 右 端 转角 为 零 的 方程 


式 
Mi _ МИ ү! 


о ЕС YET ЭДЕТ 9 
_ Mi ММ, м _ 
G= ЕГ ЗЕ HET? 


ШЕШ Ms ~ M,= o, TERROS iS ak ЕН ЖИН НИНЕ, ЖЕНИ. 

例 4， 计 算 图 2-18(a) и ЕЕЕ, Я еды MAR ЛӘК 
矩 、 前 力图 。 已 知 а=1/(З3ЕГу,А=Р/(48Е1Т), 

解 ， 在 本 书 附录 中 ， 此 类 梁 的 夺 曲 要 素 玫 比较 简单 (附录 表 4-5)， 表 中 仅 给 出 了 村 端的 
BE Moe ih ul ЕНИ. | 

КНЕН НЕ, ИНЖЕ 4-5, 得 


м= 22 (2 + =)- Ы-. 38 ( a + 8)" вв PI 


`. РИ 2-18(0b) 中 的 形式 。 








40) 
M 2. 
== F 
一 一 一 一 一 rin 
{5 





Е 2-18 


ЖЖ S SO WE IF НИЕ ЖИЕ {Ж о, EST b = AR, НЮ 
弹性 支 座 受 到 的 力 , 其 值 为 


=? -M P.f р. 13 
ВР 

-4p- 1 р. 13 РВ 
ш п=АЕ= вет" sy P = те ET 


梁 前 中 点 找 度 为 外 力 Р, ЩЕ М 及 六 引起 的 三 部 分 之 和 ， 
1 
5) =- BET АЗЕ Э Т1 EI 
ЖЕНЕ 3 (aM 求 得 
_ _ 1 7 _ т РВ 
aM = рр" 6Р1 тв Er 
НЯ Р.М B 5 引起 的 三 部 分 之 和 ， 
pa М! _ PE io 2 Ph 
t 6EI 1I8E7 1 792 EI 
对 于 图 2-18(b) ИЗ, ЯНИЕ НЕЕ ЖИ Е ВЕБ ЛУАН, kk ZASE, ВУ 
图 与 无 弹性 支 座 的 自由 支持 梁 在 同样 外力 下 完全 相同 ,如 图 2-18(с),(4) 所 示 。、 
2。 梁 的 应 力 
М НАЖАТИЕ а, MERTER., МНН, ANAREN 
ЕЗДУ Ло ЖЕКПЕ ЛИЕ ВЕ РЕ yd Е У ИН НУР 
ЕШ, ЕЕ РЕН УЖЕШ НИЕ АУ Лу 


ро (2-34) 


梁 的 前 应 力 是 由 于 梁 在 一 般 弯曲 
时 各 斯 面 二 的 正 应 力 不 机 等 而 引起 
№, ЕЕ 2-19 中 梁 的 一 个 微 块 ,此 
微 块 左右 两 断 而 上 的 正 应 力 相 差 一 增 | 
景 due, 为 了 保持 力 的 平衡 , 在 微 块 的 
ЖЕТА БАЙЗА ВУ у, 











НН, ERHALE = 
На Ги, [Ч 2-19 

















ДЕН Врат P ЕЕ ЕПП КЕН # PE BU A 0 





_ NS a, 
T=- (2—35 

Җир  . 
S= | vaa | (2-36) 


ABB У EUSKERA ИЛЕН 中 ВН, HF bx h KERNE. 可 算得 


S=. о (2. -) 


т=. N (*- - 3) (2-37) 


Jay J SIB ES EF у АНИ Улп АЕ уу, ТЕНЕЙ (= 0) 处 前 座 力 最 大 ， 
其 值 为 


从 页 


N 
ma" р 





ХР ВИТ, ХЕ ЕЖЕ КЕЛУ У puj H 255 (2-35) дЕ, НИНУ 
Е N 
Tmar 一 ES A 


i= 


式 中 44 为 圆 断 面 的 面积 。 
РАНЕЕ АУ JJ ARE ТИ АКШИ С 2-20) 。 为 了 计算 方便 起 见 , 我们 在 断 
Е ИЕР ВЕЕ 5, 这样 公式 (2-35) 中 的 3S 将 为 
© = [ж (2-38) 


AP i A BE, 

РИ, ЖЕДЕ ЕЛ, МЕСТА ВГ ИЛЕ ЕЖЕ Т, ARRE ED 
БЕНУА тї = f ЖЕ. JE f ЖИЛИ, МВ” (shear flow). ， 于 是 就 有 前 
流 的 计算 公式 如 下 ， 








„0145 (2-39) 


ИНА ЕШ КИШЕТ ИН ЭИ ПИЗ Б. 2-20 。 
工 字 形 断 商 可 视 为 两 个 同 祥 的 模 形 断面 的 组 合 ， 久 此 同样 用 公式 (2-39) 可 得 其 前 流 的 分 
布 如 图 2-21 。 





V (b) (a) 
图 2-20 国 2-21 
СА: (b) SA (а) Ни: (b) 59 


АРШ И ИЙЛЕ ХЛИ (ТЕ 2-22)， 因 在 右 对 称 ， 在 对 称 轴 处 的 前 流 必然 为 这 ; 
这 样 亦 可 以 把 它 看 作 是 两 个 描 玉 断面 的 给 合 ,其 葛 流 分 布 如 图 中 所 示 。 














2-22 
(а) НИ; (b) SE 


ЗЕРНА ЕЛЬ Т.Е ЕП, ЕЖЕ В. ЕНН, ВУ ЕЕЕ ВОЕН ЕН, НОЕ 
ЖЮ УЛ ИЗИ {И 4 КУ . 








+ = N 
m% 

式 中 Д, 为 床板 的 面积 。 
$2-4 МУКИ о, 

1. 基本 概念 

我 们 在 以 上 讨论 如 的 变 曲 灾 形 时 都 没有 考虑 前 切 力 的 作用 。 这 交 现 在 梁 前 论 曲 微分 方程 
ЕН ЕГ” = M 出 发 导 得 区 ,而 这 个 公 эженини, MASAN AEA 
换言之 , 式 中 的 # PASEM 引起 的 。 

昌 然 在 推导 微分 方程 式 ElutY =q 的 时 候 ， ВЕТ, ESE ESL 
只 是 把 M ijq RREK, БНИНРАЗНЫМ 与 # ЕЩ t q 的 关系 ， 因 此 由 
EIo =3 求 出 之 找 度 通常 嵌 解 为 仅 贞 弯 矩 引起 的 措 度 。 这 种 提 法 并 不 严格 ， 这 是 梁 的 恋 二 
的 近似 理论 不 可 避免 的 矛盾 。 ` 

ҖЕП ЖЕ WX S I Е НО ЦА, НИЛ, ЖОШ 
ДЕ ШЖ Жж Elo = М, ， 而 是 在 求 出 了 粱 的 前 应 力 后 ， 单 独 考 虑 前 
应 方 产生 的 弯 罚 变形 ， 再 把 所 得 变形 与 不 考虑 剪 切 有 时 的 铺 昌 和 相 加 。 
因 时 这 种 做 法 要 当 于 对 前 面 厌 述 的 党 曲 变 形 计 算 作 一 次 兽 切 修正 。 

ТЕЛЯТ АВИА В ЛЕ, 

ЗИН В ЖК КЛЕЈ de 的 微 段 米 研 究 ‚М 2-23, 
ВЕ ТИПШ БРЕ АТГУУ 27, HERRENE, НН 
先 不 考虑 前 应 力 沿 断 面 高 度 的 变化 ,这 时 在 图 2-25 中 所 示 的 前 应 力 
作 币 下 ; 微 段 将 发 生 在 斜 , 于 是 就 产生 了 由 于 前 应 为 拘 礁 在 而 产生 的 
БЕЛЕ dw,。 

REER ЕЛИ Wa BE R: RJ r B, АС РЕНАЛЬ ü 
WEIK, ЖЕ РЕ, АИК БЕ КА В ЛЕТ КЕШЕ у E E FE 

= 9$ — 














Е 2-23 











ПА, КЖ, MARRET ЖЕГИЛЕ ВИНЕ, ШЇ Ж АЗИН. 
如 图 2—24 所 示 。 

МНЯ Г, ВЕН НЕ 
定义 为 中 性 轴 处 前 切 应 变相 应 的 措 度 。 设 中 性 
ЭЛЕЕ ИИИ ЖОН Ул, 则 有 

$. - Paar = Ta = -er (2-10) 
式 中 G УНИИ, А, 为 梁 断 面 的 “和 有 
ЖЕ”, 它 小 于 断面 的 下 实 面积 A,A. Ж 
ЕХАЛИ. РН ЕЗУ 
жтт, ШШЩ А.=2/34А, ШИШ 

A,=3/4 А; 薄 壁 工 字 断面 A S Apo ; m 2-21 

АОН N ТХУ. 2. 为 下 。 

?2， 前 切 引 起 的 挠 度 计算 

现 从 所 得 的 关系 式 (2-40) 出 发 ,计算 梁 因 蚤 切 形成 的 挠 度 2,， 

设 v1 为 弯 炬 形成 的 找 度 ， 则 将 前 而 导 得 的 关系 式 E12;= М д ЕГ! = N М, (2-40) 
中 , 即 得 








42, = - A vde (2—41) 
积分 后 得 
= 一 EA +, (2-42) 
式 中 c 为 积分 常数 。 
另 一 方面 ,由 32-1 公 式 (2-13) 可 知 , 梁 在 受 分 布 载荷 ao ШИШИЙ FO. 
_ 1 rrt ЕЕ Да? К Ве 7 
г), eter ert D ч 
此 式 可 改写 为 
Fg) + = + 52. 2+4 (2—44) 
式 中 


d boed 为 四 个 新 的 积分 常数 ,二 是 得 
s= AD +z +e {2-45) 


v = f” (m) кат + р (2—46) 





O 如 果 梁 上 受 任 窟 外 较 荷 , 则 应 利用 公式 (2-16), 此 时 v1 仍 可 写成 (2- 妊 } 的 形式 ， 但 其 中 的 (为 (2-16) 式 后 面 三 
НН. 





ЖЕЙ, pr Каан , ВУНЕ BE Ж 


-El ра 
в. = САГО (ш) +a] + c, 
BE AA T Er 3 2, 50, ZA т 
b=, +, = f (2) +42. а +214 -Er [у æ) + azr]+e, 
= ЕТ, аа? + ба? ү, ЕГ. -41 
= f (m) 一 Саг © +- 6 + 797. + (с СА, а}е+а, (2 › 


РН а,б са, жың ҖЕ РЕЛ Ж ИНЕШ. 

在 用 边界 条 件 时 注意 到 ， 

(1) ЖЕНЯ p= оо; 

(2) ATARE PEB EE RREA, РОНДА Ж Ж W W I BJ Е 
角 , 从 而 梁 断 面 的 转角 将 仍 用 公式 (2-45) 中 的 pí 表示 

(3) ЖЕРЕН ЕГИ ЛУН 





M = Elu = EILf" (шу + ав + b1 (2-48) 
| N = Elv = EIL” (g) +a] (2—49) 
这 样 就 可 以 来 解 具体 问题 了 。 Р. 


Р | 

计算 图 2-35 中 在 自由 端 受 集中 力 呈 作用 Р 
ПА, ДЕА ИЛАК ЕВЕ, 

М АХО) EHAR HRH, H E ‚_ 
边界 条 件 决定 其 中 的 积分 常数 。 ” 82 

A & = о, 2-0 Sk = 0, УЖИН (к) = 0, НВАЖОНЗТЯ 
(2-45) d = 0 E. c= 0, 

Заз, я M=0KN= - 卫 ， 故 出 公式 (2-48) 和 (2-49) 得 

al+b=0 及 Ela= -P 

从 而 解 得 


„_ Pe Po ЕГ P 
"U БЕГ T SEL "СА, EI" 


7 вет 7) Ст) ]* ЄЛ, 2 (2-50) 


Ш, ER A НАНО ЕКЕ НЕ, Ж СО H БИЛ ЕДЕН. 4 z =l 520 H H 
端的 最 大 抄 度 为 








рр р 
== SET ` СА. 





AERE- РНЕ НЕ wap ak. JEPE ох Ш, ЖА, = 





20873, Г= 6/12, Е/С=2.5, Г ТАЗА НЕВЕ AF RER RE N PE E л 

p, _ н ‚ ЗЕГ _ ЕР, 1 _ 1 5( h 

и СА, Pr GA, £ 601, 
ФАЛ 1/10, № 20,20,01 0, НИЈАТА ДО РЕВЕ SLE EE ЕДИ ЛУ, И ВХР Il B 32 К 
{pim НП ЯУ И» . 

ЛЕЙН ran RARER, рЫ ауру, wF Kai Н 

BS Re, + ИШИ М ДНЕ, ЗЕНА НУ ЕВЕ, УБЕ И 
КАК, 10% 左右 。 


$25 梁 的 复杂 弯 划 

萝 面 讨论 的 庚 , 梁 上 受到 的 是 焉 直 于 梁 的 轴线 的 荷 重 ( 这 种 荷 重 叫 做 梁 的 横向 荷 重 )3 ИЯ. 
RER TEET RARR Е УРУ aE E E E Сг E R A 
向 荷 重 ) AEEA ЩЩ дету ЩЩ”, ХВ”, 

ИНЖЕ, НУЖНА ТЕР САПАШ НЕЕ), КЕ ГЕН Өр, ЖЩ 
TERAS Щ РЕ Н НЕЕ ЛЕН, BES WE Tp H 32 ШОК: Ж. 
ЈН ТАДА, Е ЖЛЕ УЖК НЕОН РЕН. BAA ELEKEA БИЙГЕ, ВИН 
到 由 甲板 栅 深 上 的 载荷 传 来 的 力 ,这 为 对 肋骨 来 说 是 畏 向 计 妨 ,因此 肋骨 事实 上 也 是 处 于 复杂 
вика. 下 面 我 们 就 来 赋 究 效 的 复杂 弯曲 问题 。 

1。 梁 复杂 奇 曲 的 微分 方程 式 

考虑 图 2-26 РЖИ Я НКА, ЕЕ В ME Е ЕЖЕ, W 
Я, Нал. НЕЕ ИИ ЕЯ PA JR- ОИРУ 
#T/A (4 为 梁 的 断面 面积 )， 同 时 对 梁 的 弯 昌 事业 也 有 一 定 的 影响 。 为 此 我 们 以 下 从 复杂 
АУ УГО ЕНА Ж. 











_ 2-26 2-27 


梁 在 复杂 弯曲 时 , TA F БЕЛА зде НАТ, МЕНЯ EIME 
ж ТР АНЗ ВЗК, ПЕК de ti CEL 2-27), 3 这 财 为 了 
反映 出 轴 向 力 的 影响 ,所 以 画 出 了 微 段 在 变形 后 的 情况 。 

FERRERI FRAJER A 


dN =й 及 dM - Nde- 2-4 -Tdo = 0 


一 2 一 


Нл, 19 





aM _ dv sl 
-证 =N + Т (2—51) 
9№ _ 
£ ds > 
将 式 (2-51) 得 微分 一 次 ,并 将 关系 式 EIo" =M 代入 后 即 得 
СЕЛ” у < g+ (Tuy (2-52) 
А Т-А Л С АУА, 49 
EY - То = g (2-53) 


ЕЕ ЭЭУ (ШИН НУ W ikay К, 

如 果 轴 向 力 是 压力 ， 无 须 重复 推导 ， 只 要 在 以 上 式 子 中 用 (~T) 代 了 就 可 以 了 。 为 了 表 
达 清 楚 起 见 , 令 轴 向 压力 的 绝对 值 为 Г*, БЕЯ ТОКЕ ЕК T, 使 可 得 到 时 在 复杂 
弯曲 ( 辆 向 力 次 压力) 时 的 弯曲 微分 方程 式 为 

Elo + Тер =q. Б (2—54) 

2。 微 分 方程 式 的 解 ， 初 参数 法 

微分 方程 式 (2-53) 或 (2-54) 的 解 分 为 烛 应 的 齐 次 方程 式 的 和 带 解 与 非 齐 次 方程 式 的 特 解 两 
部 分 。 先 考虑 轴 向 拉力 的 情况 ,如 方程 式 (2-53) ， 洪 齐 次 方程 式 为 

Eo — Тр” = 0 





фп зу 
— Ër =й < -0 (2-55) 
rE 
ИТ. ‚_ Т _ 
z= Jér 或 = р (2-56) 
于是 可 将 方程 式 (2-55) 的 解 写 作 
p= Де? (2-57) 
代入 方程 式 (2-55) ,得 特征 方程 式 为 
si kts = Ü 


РЕГЕ ОГИН, WA s = s, = 0, s =k, s= 一 天， 将 此 根 代入 式 (2-57)， 并 考虑 到 
5 有 一 对 重 根 , 记 以 得 式 (2-55) 的 解 为 
v= A, + A.ka + Achke + А, (2-58) 
AP An ArAnA 为 四 个 积分 常数 。 
现在 我 们 仿照 2-1 中 的 方法 ,直接 将 此 解 推 广 到 次 上 受 任意 模 向 菏 重 的 情况 而 无 须 去 求 
特 解 ,为 此 将 上 式 逐 次 微分 如 下 ， 
v = А„& + A,kahka + .A сх 
0" = A,k'chks + А k°shka 
v” = A,ksshkz + A,kšchkz 
8 0..0,,М, 及 М e= 0 时 梁 的 四 个 初始 弯 昌 要 素 , 并 注意 到 关系 式 (2-51), Aro 
时 | 








s= А+ А: = 0, 





v= ЛЕВА, 
Efit = ELAR = М, 
Elv” = ELAk =N, + Т, 





由 此 四 式 不 礁 解 得 

_ M, Na 
А рр TEIR 
M, _8,, М, 
А, - ЕТЕ? A, k ЕҢ 

代入 式 (2-58) ИЕ КИ 

рер bs shko + M, (chka — 1) + N, tahke- kz) (2—59) 

+ ЕЦ FIF 


ATTAT, RELEE PRERE И БЕН ЖЕ, 2-28), AT H 
曲线 的 通用 公式 为 


p= b + $ shhz + o chs- 1) + Na (shkz- ke) 


ЕП? ETR 





M Echki- а}-1]+ СР Eshk(e - b) = k(z — b)1 
= EIR o Elk 


а(&)й& _ 
1 ОА rshš(e— 6) -kE (2-60) 


Bi z>d 时 ,积分 上 限 为 d。 


m F а(х) 








图 2-23 


ЗН ЕЕЕ ЭГИНИ, ЭД ВЭБ, АЗЫКТА Г AOTRE, Е 
ни 代 才 就 可 以 了 ， 再 计 及 
sh;k*z = isink*e 
се = coskwr 
ЛАВАН АУР ЕЕ БЕ Jr HR 28 АМ 





(К*т ~- sink*z) 








u= + А i F (1- соз") + Еди 
л * P * ingiz- 
+ | 2-01 cosk @-@1+| -pyar Ck ( -— Б) – sink" {s — b)] 





‚|| ЮЧ гео - sinkt] (2-61) 


EIk” 
чара 时 ,积分 上 腿 为 d 
式 中 
._ /Т* _ 
=A/ ET (2-62) 





= ин Т | | T 的 
受 均 布 背 重 9， 两 端 自 山 支持 并 — — ж 
受 轴 向 拉力 T 作用 的 染 (图 2—29), 


Fihi $ - | 
ИЯ КЕШ Ж. | 一 
g 





Ш ЛУЖАХ (2-60) ИЯ 





ВЕЩИЕ, НУ 822) 
0 处 ) Же =0, М,=0, ЖН М, = ~ ф/2, киде» 
g= КЕТЕ A ЕТ tahke -= ke) 
+ Bl | Ishka D -bes dE 
ATEHER HHEH, S (а 5) = 0, Mii- А18 =, fÆ 
| cshkce- 与 - ka- Юй = – 1. LP (hw — wdw 
= 一 Hı - chkz+ -Rs ) 
所 以 
0 = a вра ~ _ 4 __ (аһЁ&- Ёл) — -n T (1 —chke+ р ) (2-63) 
ЗЕ PTE 2 
式 中 所 НЗ (G= I 处 ) ПИ Е о-о, 
fs shk? - ста ki) - ык 1-е +. 1) 0 
Н 19 
__@ / 1 _chkl-1 q __ ы 
%= Fi ( 2 ` ¿Eshu 7) -RIE ~ p; 
КАК (2—63) ,经 过 一 些 整 理 后 ， 可 得 梁 的 化 曲线 方程 式 为 
g! cha( —} =) [б 
2 Е (и) Ë таа 1 е0 9) (2-64) 
式 中 
kl 7 
72 КАЕТ (2-65) 


ЯШ ТИШ ОЕ, ЖЕКТЕП 5 ШЖК, НИЕ, MARA 





及 中 点 弯 矩 的 公式 写 出 如 下 ， 





IN. 5 qh Е 
(5) = war ET 999 (2—68) 
, р= 9 (2 
Реду = о) = 列 五 7 Palit) —6; 
м(- )= - P pao (2-68) 
р 
_ и? 1 ү 
Л) = нї (+ cht 1) 
(a) = Seu- tha) (2-69) 
СИТИНЕТ 
фаб) : ZQ ia ) 





称 为 复杂 弯曲 的 辅助 医 数 ,它们 的 数值 取决 王 ,由 取 决 于 畦 向 力 Т, WISE B В. щн 
=0 妈 2 =0 时 ,这 些 通 数 均 为 1, 这 时 所 得 的 公式 就 是 以 前 导 得 的 仅 受 横向 敬重 时 前 公式 ; 
当 #>>0 时 , 函 散 随 世 的 增加 而 减少 ,说 明 轴 疝 拉力 使 梁 的 弯曲 要 素 减 少 。 

如 果 所 论 的 梁 受 到 前 是 轴 向 压力 Г*, ШЕШ КЖ И ТКТ, ИК А, н К 
ИСКА ие = k*1/2) , 即 可 得 相应 的 公式 如 下 ， 











2® | 
cosu*| 1 一 一 一 
_ Ql ( і ) да 
— Elu  cosu* 一 一 ~ ЗЕТие 01-2) (2-70) 
区 
[NO 5 41. 
5) = 384 ETT (и*) (2-71) 
000) = е0) = -ro (u) 0-12 
2 
м. )- - Че) (2-73) 
式 中 


КИ Y пе 
Ји?) = бе С 2 -1) 


— — -一 一 


фо (и*у= 5, (tga* -и*) (2-74) 





Ж ЗЫЛ НУДА К, ВНЗ В 3 В-д, щие 0 Вр ZT*=0 时 ,这 些 函 数 等 于 1; Ч 
?之 0 时 ,西数 随 ut 的 增加 而 增 大 ,说 明 轴 向 压力 使 染 的 弯 则 要 素 增 加 。 当 ae = п/а, BB 

i JT a 或 Te- «ЕТ 

. 2 ЕГ 2 ТА. 


-一 -一 
ү' 


ВДС) ет Г ЁЁ, 
ЗЕРЕН q НН ЗЕҢ ЕНЕ T 作用 的 梁 ( 图 2-30)， 用 同样 的 方法 可 
等 得 其 挠 曲线 方程 式 为 


22 
hui 1 ~ -) 
- a КА Е ЕК Га _ 
77 Е ие Шш | cha -l|+ ag CTD (2-75) 


AP н I 2502-6522, 
f ГАНЕ, АУЛ ЕЛ ЫЕ ЕТЕЩ Жш» АЕ, Бр и НУРУ 


РА 9: — 


Мо = Л) = 1 xa , м(- J= - 4 вар (2-77) 








式 中 Л: (и) ‚ Хе, piu) HE а 
ИЕ, WRB B- z ШИЕ. 
3。 如 果 梁 受到 的 是 轴 向 压力 T*， 风 
梁 的 找 度 、 旁 短 仍 可 写成 公式 (2-76) |. -| 
№ (2-77) ВР, ИЕН | 
函数 用 Ла», AF), та) К у 
Po ЈОНА В де B-4。 
4. ИШНЕН Е А 


шы > - А T ж 
ЕНН Т СРН 7, 


ЮКӘ ЕР ЛУНЕ ДА, ДРАГЕ | | 
рр нЕ 17у EAMA Ж 
#, 其 结果 列 企 附 录 B ra, 这 就 是 复 И 


10% ЩН ЩЩ ЖОЕ. 
H ATIFA ARO HI, ЖЕТЕ М н НЕЕ и 不 成 线性 关系 ,但 当 н 为 常数 时 , 9 
ПО ЕЕ. WEE - 定 的 轴 向 力作 用 下 ， 梁 上 受到 不 局 横向 荷 恒 时 的 
等 曲 要 素 仍 可 用 零 加 原理 来 求 ， 即 可 分 别 求 出 在 该 轴 向 力作 用 下 的 各 个 补 向 蒂 重 作用 时 的 弯 
由 要 来 然后 和 加 之 。 
例如 对 于 图 2-31 中 所 未 的 梁 ， 其 染 端 断面 的 转角 可用 附录 B Ж B-2 ЗН 
计算 得 到 ; 








142-31 








ғ a Rl 9- Ml * 
v= 一 ЗЕ рест) Бу) 





вер Mail para Mal ara 
vD РЕГ (и*)-+ ЗЕТ Úr (u>) 

5. ЯНКИ ЗЕ ЖАИ Ц 

ЖАТ Т-РА НС ВИИ 6] ЕМУ Ве Лр ЛЕН ФК. ШЇ 
面 记得 的 结果 可 以 看 出 ， 潜 在 复杂 弯曲 时 轴 向 力 对 弯曲 要 素 的 影响 归结 为 辅助 函数 的 大 小 ， 
并 且 由 辅助 函数 的 数值 表 可 以 看 出 , 当 梁 上 的 轴 向 为 与 梁 的 刚度 之 比 T / EI 越 大 时 ， S% u 





EK В ЗЕ 1 MSEK, AAT А} ШЕ ИНН 6, ЗЧ T/E jhk Г 
0 时 ,辅助 函数 接近 于 1, 说 明 T 对 弯曲 要 素 基 本 上 无 影响 。 

在 船体 结构 中 ,纵向 骨架 所 受 的 轴 向 力荐 由 总 级 弯曲 产生 的 ,一 般 海 船 和 前 最 大 总 纵 弯 曲 应 
力 约 为 100 N/mm:, 在 这 样 大 小 的 轴 向 力作 用 下 , 算得 的 纵向 骨架 的 参数 一 般 均 比 1 要 小 
(Ж 0.5 左右 )， 这 时 连 助 函数 与 1 相差 不 多 ， 说 明和 饥 体 总 弯曲 谱 力 对 骨架 的 弯曲 要 素 可 以 不 
计 。 

由 于 这 个 原因 ,所 以 在 船体 骨架 的 计算 中 , 习 损 上 都 不 考 专 轴 向 力 对 弯曲 要 素 的 影响 。 换 
名 话说 ,在 计算 船体 骨架 的 弯 昌 要 素 时 可 以 不 考虑 辅 向 力 的 存 人 在 ,对 于 纵向 骨架 仅 需 在 计算 应 
力 时 将 轴 向 力 引起 的 应 力 考 虑 在 内 就 可 以 了 , 即 

аа 

式 中 M ARR ЛЕ ЛАН, 

НАЕ ЦА, ERRER RRITA ET, HOEREER KTE, ИД Ур 
ХЖ А, EEZ m P E h ERRERA EE, Н р У а ТЇ ЇЇ 

但 基 这 个 结论 只 适用 于 船体 骨架 ,对 于 船体 板 , 因 其 抗 弯 刚性 运 比 骨架 为 小 ， 这 时 总 纵 窒 
曲 应 力 对 板 的 影响 就 显著 得 多 了 ,有 关 的 计算 将 在 第 九 章 中 讲 到 。 


52-6 弹性 基础 深 的 弯曲 
如 果 梁 除了 两 端 有 一 定形 式 的 支 座 以 让 ,整个 洪 还 放 丰 弹性 乳 基 或 弹性 基础 之 上 ; 则 这 种 
梁 叫 做 “弹性 基础 梁 ”( 图 2-32) 。 这 里 所 谓 滋 性 基础 是 指 识 受 载 发 生 挡 度 后 ,基础 将 给 梁 一 
АЛЛЕ ШЕКТЖ ЫЛ, BERES п ИЕ НИЕ Е RRIA ko, ШЕЮ 
PLM ак, PRA TEER “НР” ыу “НЕА” a 


(2-78) 








2-32 E 2-33 


在 船体 结构 中 , ЛА АНЕ ВЕДЕ Н — Ж РН КЕ КЕЁ НО ИКИ, ОН Е 
TRARRE HERE СРЯ 2-33), РН ЯНА Е НЫ РЕЗЕ. НЕЕ 
РЕ 3 Pk BJ 8k EL Ж?Н 25, kn PU 2 (10 E БЕЛ ЧЕ Е АЕТ ЦА ЖЕ, 
这 样 难 船 来 说 就 相当 于 弹性 基础 。 

除 此 之 外 ， 某 些 船 体 板 架 的 绿 衔 计算 和 图 简 形 壳 受 轴 对 称 荷 重 的 计算 等 问题 都 可 以 归 钙 
TREEREN A: 

下 面 我 们 先 推导 弹性 基础 梁 的 弯曲 微分 方程 式 ， 再 进行 这 种 粱 的 求解 。 

1， 弹 性 基础 梁 的 弯曲 狼 分 方程 式 太 其 解 

-建立 弹性 基础 梁 的 弯曲 微分 方程 式 是 不 困难 的 ， 事 实 上 我 们 可 以 把 弹性 基础 某 看 作 是 一 





йк ЕНЕ {ЕНЕН —— LERA E, ТЕТЕ, ИЖЕ 
上 的 外 荷 重 为 分 布 荷 重 9， 则 将 (q- ko 代替 兽 通 梁 的 弯曲 微分 方程 式 ЕГ” = q 中 的 9g， 即 
得 弹性 基础 梁 的 弯曲 微分 方程 式 为 
Ef = q— Ко 
或 
EI +kv=g (2—79) 
КЕ ТЕ ЕЗЕШ „ЭЕ АСАНА ЖИШП HER H k ЖШ z 变化 。 
ЗРЕНИЕ ЖИН, ЖИЕК Ж ЭЖ Л ЖБИ ER Ве, БЕЛГ ЗЕКЕ, БП 
М = El N = EI” 
微分 方程 式 (2-79) 的 解 分 为 齐 次 方程 式 的 通 解 与 非 齐 次 方程 式 的 特 解 两 部 分 。 但 是 如 果 
我 们 用 初 参数 法 ， 则 无 须 求 出 其 特 解 即 可 将 通 解 推 广 应 用 。 下 面 我 们 就 采用 这 个 方法 。 
先 将 齐 次 方程 式 Iv"+ ku = 0 改写 为 





27 +4а0= 0 (2—80) 
式 中 
К. x= (LT k _ 
at=. Er 或 а= тр (2-81) 


于 是 可 将 其 解 写作 z= Ае, жип з 为 特征 方程 式 
$*+4а*=0 (2—82) 

的 根 , 这 根 共 有 四 个 ,其 值 为 中 

5,=а(1+1),5=а(1- 1) 

5 = а(-1+1),5,= ~ а(і+) 
ВЫ ЖА (2-80) ЙИ N 

u= Ае + A,essz + Aet + А вн? 
= 227 { Де! + Ae il) ета Дел + А,е-1ғ) 


应 用 关系 式 
etr = esat +i sinar 
ете: = cOSgag — i Sinag 
ВЕСЕ 
v=e {B cos ах + B.sin eg) + e7 (Bcos оф + B Sin ат) (2—83) 
再 应 用 关系 式 


et” = chez + sher 
е9 - ehes- shazm 
最 后 可 得 到 方程 式 (2-80) 的 解 为 
р = Cchar cos аз + Cichas sin az + Cashes cos az + Cshar sin ez (2—84) 


D 为 求 特 古方 程式 的 要 ,可 把 5 下 成 复数 形式 : s=plcos p+isin фр), 5% = о! 【cos4p 十 1Sin 4p), 将 5st 代入 {2 
= 跑 ) 中 ,把 实数 部 分 与 庶 数 癌 分 分 开 澡 沪 picos dp тові ~ tai, ВН ptsinag= 0 S.ptcos4o= 一 4 


因为 0120, ША рї = оі, совір= -1, sinip=0, $ p=x/£, 31/4, Бл/4, Tm/4, 所 以 s= +L. 2 G 
Ayida 
(rti) 





式 中 С.С, С, ШС, 为 四 个 积分 常数 。 
科普 通 梁 的 弯 寺 情形 一 样 , 这 凤 个 积分 常数 亦 与 粱 端的 弯曲 要 素 有 关 ，, 为 此 将 上 式 逐 次 微 
分 ;得 
= a[ (C, +C chas cos оз + (С, – C,)cham sin ах 
+ (C, + С,)вҢе® cos az + (C, - СузВах sin az J 
р” = [оС cha 2608 ат — 2С краз sin zz 
+ 2С зах сов ag — 2C,Ssham sin az] 
p” оро (C, ~ С) спар соз аз - 2(С, + C,)chaz sin аз 
+2(С,—С,)вһо® cos az - 2(C, +C,)shas sin ат] 
Eyo = Ер! = M Elo = N, кщ ЕШ e= 0 Hiag 


Ci 0, а(С, +Ç.) = 0, ] 
2a C, = Me ,за®(С,- C.) = зе. | (2-85) 


AP ‚В, М. Я №, 21 АЛИТ, ЕЯ. ЗЫ, 
оң (2-85) 8 9 


ЕВ ЖМ ААА (2-84) 后 ,可 得 
9 


or {chazsinos + shezcosazz) 十 -一 一， M, нах Sin a£ 


=, charcoSam +. -IET 


М, ~ 
+ TEL (chez sin zz ~ 5107008 az) (2-86) 


方程 式 (2-86) 中 的 四 个 项 有 很 重要 的 性 质 ,我 们 另 用 符号 表示 如 下 由， 
У, (az) = chas cos ах 
У, (ах) = Ју = (Chegsittaa: + shasqcosam) x 
У (а) = shazsinas | (2-87) 


Туой) = ж (charsines — shagcosas) 


它们 之 问 有 下 面 的 循环 币 分 关系 和 一 些 特殊 数值 , 
| Vilar) = V 2 aV (аз) 
Имаш = V 2аГ (og) 
Vilas) =y 2 aV, (ax) (2-88) 
Viler) = - V 2aV (ат) 


一 一 一 





Ф Votar) Vitaxx) Vilas), Узбох) 9 НЯ НК Иузытевскай жй, 
— 34 — 


~ 


60) =1, Vic0) =0, 500) =0，T (0 =0 


Ук =0, VO) =\/2 а, 20) =0, УР =0 l aw 
V0) =0, 0200) =0, — Vr(0)=2a°, VI"(0)=0 9) 
зш) =0, 010) =0, УК = 0, 700) =2/2 а e) 

тог 2-ввуй нЕ | 


b= s (ав) 1 Y tam + “a Mo Vlar) + ВЕ Г. (аз) (2—90) 


现 将 方程 式 (2-90) 推 广 到 爱 任意 荷 重 作 用 时 的 费 性 基础 粱 《图 2-34) ,不 难得 到 : 





0 М, 
u= DV (Om) + 72 И, (аж + МУ бар) + 5478 a ЕТ У. (ат) 
. m P 
+ ага - 0 + | -agreg a-d] 
= ЧЕ | 
+ | р 35 азе Уа - 91 (2-91) 


жаа, У ЕНУ d. 


Фф} r (х) 





[ 2-34 

НА (2—51) 415$ РЕ ИПИ ЕИ ЕЖЕН БЕШ RA 25 [4 ЖЖЖ. 

2. 例题 | 

B HATAREE да В 
ЖЕНИП ЕДЫ (72-35), R 
НАНЕ ЗЕ A 5 NE i 
剪 力 。 _ 

: 解 ” 由 于 此 梁 的 茶 重 与 结构 对 称 825 

ФРГ R ЖЕУ ДЕ ИДИ ОЕ ХЕ: с 0 А} б„=0 Ж N = 0, (2-91) 


BJ HU ЗЕЕ 











М, я 
o= tb V (аз) + FT V (an) + эу ЕГ], У[а(#-&18& 


先 计 算 上 式 中 的 积分 ,利用 函数 V. НУ, 之 间 的 微分 关系 (公式 2-88) ,不 难得 到 ; | 








2 _ 1 Е iz ; _ _ 
| У, (а) = — ига |, V (az)dz = ~ уг = —V. (co 


А. 
т 1 2 
Í V [eis £y1d£ = за ИД а(ж—#&)] | 
1 
“ра: VO- V. (az)1 =? L [1— V,Caz)J 
J 152 R ФЕВ 28 y Bl ЭЧ 


p= o V (ав) + т V,(az) + ra [1- „(аа)] 





计 及 公式 (2-81) ,可 知 42 ЕТ = k, ВАРВА 了 (az) 的 帅 项 合并 ,可 得 


b= D,V (az) + В.Т (ав) + L (2-92) 
М 
式 中 D= 8,— HE Р, = ЕГ 


为 了 决定 常数 D,。 和 DD;, 利 用 z=1/2 ИЙИЛ ЕН 2=2’=0, 于 是 得 


Р,Ү (и) + DV,(n) + 1. = 0 


- 4/2 ар, (и) +2 aD V (ш) = 0 








式 中 
TETES эъ 
由 此 可 解 得 
р,= - УФ _ 
£ `V, GOVT GO + V, „(ОЙ з) |! 
D,= -9 Facu) 


k V GV GO tV GOVIH 
代入 式 (2-92)， 得 梁 的 找 曲 线 方 程式 
р= 4 [:- У.си) (ав) +V GOV каз) 2 | (2-04) 








k V, (И (G) УИ ки) 
JA maf R НН НУ У 
экш s q. ИУ ая) - V,G0 V (am) 
М а ой GD + V.GOV,GO (2-95) 
__@_„ К, Ё,(аш)-;(и)У„(ат)_ 
M 2а? у oa GO +, GOV GO (2-96) 


9, V. GOV tas) + ФИ (аз) (2-97) 
\/2 а у ие) + VDV (м) 


МЕО ВЕЕ. S ЗИ У, РИНГ: 
— 86 — 





uo) = A (2—98) 














Моо) (2—39) 
а N. gË _ 
M( a =) = Txu) (2-100) 
wit! )= 十 KA (и) (2-101? 
(to J 7) 
式 中 

(и) = VGO  __ _„сһиыпи+аписози \ 
Ф TDV + VV Sh 2 r sin 2 u j 
XW) 3 У _ 6 chusina-shucosu | 

Dg Тау GO +VGOV GO 0 sh2utsin2# | (2-102) 
| 
xz. = 3 УФУ (и) -VDV _ 3 shzu—sinzu | 
: * Ук п) + VV — 202 sh2u+sin2w | 


Q=... УКФЗУ 1 єһ2и-со2и 
Р: WA Ус) GO +V GAV (и) и sh2z#+simn2a# 


ОЗ ЖАКЕ КИШ ИНВ РИ СИ МЕ РА: ВЕ C s C-2 中 。 

ВОЕН ЕВЕ Е ЕН ТЮ, цо = 0 В, ИИ ЕАР LERRA 
HERG 当 и>0 BJP, 98 НЕ и И >, ЭСТЕШТИ ЙЕЗЕ РАЈ БЕШИ ЛП ЇН E 
KAERRA И ДЖ ЗН 

对 十 单 跨 弹 性 基础 梁 的 其 他 情形 , AEA ERES, HHEH C С-1 
中 ,更 为 广泛 的 情形 可 参考 文献 [4]。 

四 所 得 的 结果 可 知 ， 当 弹性 其 础 的 刚度 一 定 即 和 参数 # СЕ, НИНЕ 
重 成 线性 关系 ， 所 以 车 弹性 基础 
梁 上 受到 不 同 的 外 荷 重 时 ， 仍 可 
分 别 求 出 在 个 别 荷 重 作用 下 的 弹 
性 基础 梁 的 弯曲 ЖЖ ЖК лт ЖОП 
之 。 

3. 无 限 长 的 弹性 基础 梁 

在 溢 艇 结构 计算 中 ， 受 均匀 外 压 作 用 的 圆 简 形 党 可 化 为 弹性 基础 梁 来 计算 ， 支 持 在 圆 简 
形 壳 咯 部 的 肋骨 则 可 作为 弹性 基础 深 的 中 间 支 座 。 在 计算 时 并 可 化 为 如 图 2-36 所 示 的 无 限 长 
党 ,我 们 现在 就 来 讨论 它 的 解法 。 

对 于 这 种 弹性 基山 党 的 拨 曲 线 ， 林 用 前 而 导 得 的 微分 方程 式 的 通 解 (2-83) 再 加 特 解 来 

Ж, 





и E 2-36 


р =e (B coar + В,зтах) te {Bos аз + B Sin az) +5 
式 中 5 为 特 解 。 
+ rB у асов У ДУ, РАЕН ВОН, РЕЗ 


p= e w ( В.с08 аш+ Вт az) + ë 


—- 37 -一 


РЕБЕ Не оО g/k, ГА 
СВ 


v=e (Bcosart Binar) + i 








式 中 积分 常数 В.В. BURRE: Мачо, p= 0 07-0, 由 此 可 得 
В,= Вү+ --@ 


k 
所 以 
v= й. Г1 - enm {cosas + sinaz)1 
КАШЫ ЧЕ DADA] 
M = EI" = 28100 Ге (соат — пах) ] 
М: ЕГ’ = -. ariaz eTe cosas 
ЖЕН АЕТ ВЕРЕ. ВУ Я 
M= 28102 . 
; _ _ 4 Elge 
М0) = 全 一 
PAREREA ERARA, HI 
с Rue 8 Elga 





k 


* $2-7 梁 的 弹 塑性 分 析 


(2-105) 


(2-104) 


(2-105) 


(2-105) 


(2-107) 


Ж ВИТА A AERE R АЗЕ ЕНИ АЫ EHRM E Е Е, ЛЕСА ААР BJ 316 55 2E 3 jll 
ПУЛЯ ЛР, DEAR ЕВЕ, УНИИ Е” ЗЕ 
ЖЩ” „ НРУ HEB Rak ВЕ — А e pr E: Е IH? КОЖЕ ВЕ Л Ж, РА, 
ЖЕНЯ ВХ. HEERA ROA РАЕН ШШЕ НИЯ 


计 。 本 节 将 简要 介绍 这 个 问题 。 

1, 理想 弹 塑 性 材料 的 灾 曲 特性 

在 弹 -塑性 分 析 中 ， 对 于 具有 明显 局 服 阶 
段 的 钢 科 ,一般 可 假定 科 料 为 理想 弹 逆 性 的 ， 
即 共有 图 2-37 中 所 示 的 应 力 - 应 变 关 系 。 这 个 
假定 略 去 了 料 料 屈 取 之 后 的 应 变 硬化 现 复 ， 收 
可 认为 基 妇 全 的 。 萝 在 我 们 先 研 究 有 具有 这 种 性 
质 前 材料 的 矩形 断面 梁 的 弯 申 ， 然 后 再 讨论 一 
般 情况 。 

梁 在 弯曲 时 平 断面 假定 仍然 是 成 立 的 ， 因 
JEEE ГТА P ЕН 3 ДУ 3; 


2 
e= ngi (2-108) 
о 























uh ощ. MERRNI: МЕНЕЕ 
Af: 当 外 力 则 天 到 某 一 值 ， 梁 上 下 边缘 的 应 力 将 达到 届 服 向 限 ; 若 外 力 继 续 增 大 ， 枢 据 理想 
弹 塑 性 材料 的 性 质 , 粱 上 下 边缘 的 逆 性 范围 继续 扩大 但 在 该 范围 内 的 应 力 将 始终 保持 呈 不 变 ， 
如 图 2-38 所 示 。 今 后 我 们 把 断面 中 仍 属 弹性 范围 的 那 部 分 而 积 叫做 断面 的 “ 弹性 核 ”以 与 
断面 上 下 的 塑性 区 有 所 区 别 。 设 弹性 核 的 高 度 为 26, 则 梁 断 面 的 弯 虎 正 应 力 可 写作 : 

сү о, 


o=- 0 (|#|=сё&), os =- рут (1915) (2-109) 





2-38 


ЖЩ: БЕЛУ НЛА ГТ УН, М 
M=- 2 ovay =2 oi ay + Г э as) 


-obh 3 _ 267 
оз 2) ео 
ш É = h/2 PR, Т RH АТАК БУ ЛУЈА ЗЈН ДЕ В ПИ, ШЫ У АКО ДНУ 
Ж” (yield moment), ЕЖУ “НЕ” НО 


М, = 22. = o ,W (2-111) 


式 中 W = bh276 ЭДШ РЕВ Е о Сео, ЕЕ ВУ ЕК J q 2 Ra 
{图 2-38), КИЙ ФС “ЭНИН” (plastic moment) ,其 值 为 


M,= bhi =o W, (2-112) 
式 中 W = 0/4, “ИЕН” „РШЕ 
И, 3 _ 
wr” 











ES RABTA ERRA” „ ЕТЖ / 就 可以 求 得 W, ИЗ M, THERI 
Ш, HAT М, RhE Ж E E R RE H 

АНИ, Ка НИ ИАС 2-37), 则 断面 在 始 届时 据 公 式 (2-108) НВУ ñ 
曲率 为 





Ë, А Чїр 


1! = — 2E _ 
de = т (2-113) 


3 ТЕЖ—й ЕИ BEREA AH 5 BS Ж 2 
| 一 89 一 





k= ‚ (2-114) 


В 3 k, AF 
x Wu s 


(M,<M=<M,) (2-115) 





ЕЛЕ P-A PETS НЕЕ НН RE RR E 2-39), EAR АНУ у ИТ 
Уж, J RA R BER A EAA 
В} На ИРУ Mg 

ERE ЕАЭС ЧН ЖИИ ТЕЗ 
-WEG ШЕЕ, 295031. 


{9 





























2-39 R -ig 
2， 漳 -塑性 盗 曲 的 一 般 情 况 
对 于 任意 的 应 力 - 应 沉 关 条 o = /(к)([Җ 2-40) РЕНИ ШИП, ТҮ Л НУШ ЕЩ 
НЕ, 
И ТЯНЕТ, РИ РОЯ 2-0, ЧОВЕН КЕ Т ТИ Е ЕВГ 95 
hkh, НИНУ AJA EHA 2: 
| сал= 全 f(b dy — 0 (2-116) 


ЗИЯ БИЯ, AHK K e= 
/ 


КИЛЕ В СТ У У, РР ЖУ 
ЖА: 
e= ~ khi, es = kh, Pk h + h,= h 

将 积分 的 上 下 限 分 别 化 为 -sl Кв, = e, 

+ 上 4， 于 是 积分 (2-116) 84829 b На 

的 函数 。 由 于 7 е) 与 2() 一 般 不 能 

ШЕЙ эх ДЕЗЕ, 因此 还 需 用 数值 积分 法 ， 

即 先 假定 -- 个 e， 的 值 然 后 选择 不 同 的 

天 代入 〈2-116) 式 积分 ,并 画 出 积分 秆 与 图 2-41 
上 的 关系 蓝 线 ， 当 积分 入 为 等 的 点 即 为 在 给 定 e, PPB k i, AI h, = -ek 可 以 求 得 , ШЖ 
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T ТЕЙЛ K atiriy Уу ЖОЛУ yE, 
对 不 向 的 =, ITEE teu RGA М НҢ Ж k [а] 8 WW L Zi HU 2-39 中 








Вх. 
а {Н Ж ЕШ аа ФА ЕНЕ 
3。 梁 药 极限 分 析 


现在 分 析 潜 在 强 - 塑 性 弯曲 时 的 承 栽 能 力 , 叫 做 梁 的 “极限 分 析 ”(limijt analysis) a 

出 前 而 的 研究 可 短 , 梁 在 弹 - 温 性 弯曲 时 对 于 某 一 断面 来 说 , 若 断 听 中 只 天 应 力 开 始 届 最， 
粱 还 能 继续 承载 ,只 有 当 断 西 的 应 力 全 部 必 服 时 才 不 能 继续 加 载 , Кы УНЕ УЕ ЕЖЕН 
HF, ДО ЕДИ 

ЕТИ а= АЈЫН ИН] ЛЕ ИТИНЕН ВЕ РЯ УНЕСЛИ АТ —1-^ф 

рЫ ZEH ЫЛ, НИЕ “ВЕЕ? (plastic hinge)D, 

ЖИ ТЗ ЕВЕ Е ВИН МОВИ: А ЖОН. ХРТ ЗА Р HERRE, рүн 
ЛАТ, ЖИТ РНЕ Ж ИРЕ AALER AIRERA. HF 
PRERE НУ В, rh УТРЕ Б, ВО НН, БЕРЗЕ ШИЖ, w 
到 继续 增加 塑性 铵 数 日 使 梁 成 为 可 动 性 构 时 才 达 到 极限 状态 。 盟 确 地 说 ， 尖 滁 中 形成 的 塑性 
说 数 且 大 丁 梁 欧 静 不 定 次 数 则 溪 达 到 极限 状态 ， 相 应 的 Р 
АН “REHE” (ultimate load), ШЕ Ж 
受 的 最 大 荷 重 。 下 面 就 很 据 这 个 概念 米 计 算 梁 的 极限 区 
E Га 

例 1 计算 图 2- 纪 中 两 端 丫 用 支持 梁 的 极限 荷 重 。 

Ж ДНЕ, Жо теж 
Жо ШРИ, ВИК РИ4, КН БЕР ИННЕТИ, а М, = Pl, zh 
By P EAR ЕЕ, P. ER, ЕШ Р„= 1 МИ, 

Я2 AEA 2-13(а) Ч НИЕ я НН, 

















792-42 





[2.43 


М ИУ каж, Имре ВСК, ИЕН 
БЕДЕ НЕ НИЕ, НАЧ 3 РЇ/1в, К-Ж ЖЕТЕ ЕН, 这 样 梁 将 变 





ФЕНЕРИ, ЕВ EE, ПАН, HÝRI ROKS, 因此 是 一 
Жа", 
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ЗЕ НЕН М, ЕН ВИН, 

РЈ ПЕТ, РЕНА ЖОК ШЕКЕ n pp ПОРНО ВН: Е (T 2- 
436), ЖЕЛКЕ ШК Ж, НКР R ARR Р, TE НЕ ЛС Е В 2 ТЇ] 
为 М, 的 条 件 ; 





АВ Р.=6 М.Л, 

RAR МИШ ву “Ея” ЖЖ, УНИИ Е P, 作用 下 ñi T ЖК 
йл» В Р АЖЕМ eS д (92-439), M AB УВС 村 就 相应 转 过 角度 8= 2 д/4„ 
于 是 由 虚 功 原理 ,有 


28 _ 


Р8-3Му—, --0 


由 此 解 得 P,= 6 M,7L, 

援 恨 分 析 前 优点 是 可 以 方 借 的 求 吉 极限 苛 重 ， 从 而 判断 梁 的 强度 。 需要 指出 的 是 极限 荷 
重 对 梁 的 边界 条 件 不 准确 交 影 响 是 不 敏感 的 ， 例 如 车 图 2-43(a) НЕЕ, ЖЖ 
RARER ERRIA Р„- 6 M ZL, 


3 题 
2.1 用 初 参数 法 写 出 图 2,1° ,2.2" ,2.3" 中 章 跨 如 的 捞 昌 线 方程 式 及 边界 条 件 , 不 需求 解 (对 图 2.1* 中 
的 荣 , 要 取 两 种 坐标 :坐标 原点 在 蓉 背 受 坐 标 原 点 在 路 中 )。 














В?" 2.2” 


2.2 НЕЕ, 
a) 图 2,1° RÆ E 1,2 ДАР, 
b) 图 2.2 НЕНИЯ АР ЈАВНЕ, СЖМ = 0.1Р1, 


с) 图 2.3* 中 梁 中 点 搁 度 与 左 端 转角 ， E P= al, 
d) HAR 212,2 及 2.3* PRETEEN, 


pH pe | 
-一 和 一 


Е 2,3° В 2,4° 
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2.3 РУЗЕ ЗЕТА 2,4° ШОНЕН M НН B, 已 知 的 = За, M = 一 和 oo， 


KEDO LÉT RIEA I. 
2,4 ДЖИНС И PA tH AE 2,5°,2,6° КЕНО ЛЕ, 。 图 3.5 中 A= 


ВЕТ). 
Р 
Ё, Ps i 
ү ; k Г | 


92,5“ 2.6” 


2.5 МЕН HE 2 5° ,2,7' 及 2.8° ИВ д БЙР SEREA, HENSEENDE. 
RRE БИЯ НЫЕ Г 2.7°1Н А, =0.05B/O(E Ty, A,=0.02B/(ED; Е 2,8° 中 ASPED, 
а= GED 


q q 
| 
= ЫП 
A А, А | 


2.7” 图 2.8"” 


2.6 考虑 剪 切 * 计 算 两 端 自由 支持 在 刚性 支 寞 上 受 均 布 荷 重 q 作用 的 梁 的 中 点 拨 度 。 设 梁 长 为 1 断面 
КЕЕ 了 有效 抗 前 面积 为 A,, 

2,7 考虑 前 切 影 响 , 试 导出 图 2,9* 中 煤 的 挠 曲线 方程 式 及 两 站 的 咨 拒 及 前 力 ， 并 将 结果 推广 到 梁 左 端 
与 右 端 分 别 有 位 移 dobi Б Ду 0, GRR. RARES ВИАН Г, 有效 搞 前 面积 为 A, 






























































图 2.9” 图 2.10* 


2.8 月 初 参数 法 写 出 图 2.10" НЫНЕ И. СЕК, 

2.9 ИЙДИН" УРАНА 《尺寸 见习 题 1,3)， 纵 督 的 荷 重 按 10 m 水 三 计算 。 谋 般 在 中 垂 时 外 底 级 
肯 所 受 的 拉 应 力 为 105 mo， 算出 紫 级 骨 的 最 大 应 力 , 并 分 析 一 下 厚 向 力 的 影响 有 多 大 Р HANAR T 
按 丽 美 刚性 固定 的 单 跨 先 处理。 
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2.1: HERA ZJC ПИЯ ЛИШ ТН КНН yQ, EREA LITERE Г, 














| 
| 
| 
Ë 


T=. 


2.11 2.12" 

2,11 计算 出 图 2,12” HARG RANAR ie ВЕ, ИИ Г, 

2.12 试 导 出 图 2,13" НИЕ КИН E ВЕК, ЖЕЙИН S a = 1 时 的 中 点 挠 度 
ЖЕ ЖИЕН {8 „ 



































РЧ 2,1. На. 








2.13 ЖЛ] НЕ ЖШ ТИГЕР ЕН 2.13° № 2.145 中 梁 的 端点 弯 捧 及 由 点 搁 度 。 已 知 漳 性 基 
ВЕ К = GEN., р 211° 中 梁 弹 性 固定 端的 柔性 系数 a= ТЕГ), 为 梁 长 , 了 为 梁 的 断面 惯 
ж, 

2.14 ЗНЯЛИ АЕ ЗЕ ВЕ НӘШ ИИ АУЕ КОЕ 2,15%). 















































[8 2.15° 


2,35 图 2.1 Фе, В К бш, 2 Х idcm 893838, РОН Е У су = 240М аш? , 
问 此 潜在 弹性 阶段 工作 的 最 大 承 载 力 为 多 少 ? ЕЕЕ В ТРЕЕ ШИ р 


-M 。 





第 三 章 “” 杆 件 的 扭转 理论 


$3-1 直 杆 的 扭转 

EM, AI ИЕ TIRER ЈУНА У PERJE D EA, MEEN 
转 。 

在 船体 强 构 定 ， 单 纯 发 本 所 转 的 杆 件 虽然 不 多 ， 但 不 少 结 掏 在 弯 上 曲 的 同时 还 发 生 扭 转 。 
典型 的 如 船体 中 的 板 架 一 一 从 玉 滩 系 ， 当 它 发 生 弯 曲 时 ， 一般 米 说 共 中 的 梁 都 会 发 生 扭 转 。 
在 结论 中 兽 指 出 ， 整 个 船体 让 放浪 上 航行 时 船体 将 发 生 所 转 。 目 前 ,对 二 大 开口 的 集装箱 般 ， 
考虑 其 扭转 强度 党 是 七 分 必 下 的 。 上 四 此， 证 帘 枉 件 的 志 转 无论 对 菇 体 的 坦 转 强度 还 是 船体 生 
В НЕЕ АВТ Э т о 

ВЕРН: НИНЫ ЦЗН, Е КИШИ OUE ВИН ЯЕ, 3 
ЖАННА Е, ЕЛЕНА А НВ НН ОН" НН "ХИН Н”, ШП 
ЖЕ НИНЕ Нд НЕРОНА ФИ fF EE E {КЇН ШЫ ЛЕЕ H HDE, ОН ИНЕ 
НН” R p HIRE”, ШК, KIR PTERA RAT ИЕН, 

РЕНО ЗВ КҮЛЕ УТАТ ТЕПКЕ АЖ ТРИ Я ГА ЖШН НЕЕ 14 Е ТЩ 
КАНЕВ ЖИЕН] РЕНИ АННЕ RA ле e 

Ж УЗЕ ШЕ ИЕП ЕПН, ЕЕ АТ ЖИ ЩН ШЫ АП ЕТ 
的 约束 扭转 。 

т. ШЕЕ 

研究 村 件 的 扭转 问题 就 是 在 给 定 的 扭 短 下 求 由 柱 件 的 扭转 应 力 与 变形 (所 角 )。 对 于 最 简 
单 的 等 断面 圆 村 (图 3-1) ， 诸 料 力学 中 已 导 得 其 担 转 前 应 力 与 扭 角 。 断 商 的 时 大 前 应 力 为 
































Taas 
(b) 
H 5-1 

Ттах = М. (3-1) 

式 中 М, НИ, r= d/2 为 断 面 半径 ， 了 = ла 32 为 断面 的 * 极 慢性 短 ”。 

ТИЕ Д ЕЛЕ ИИ А dgydw HRA 
Че о Mt _ 

d =-67 (3-2) 





At С ЯМУ, GJ УЗИ”. 

ERMI AHG: ВУЛ БИЖИ ЖАД пра T ТААТАН, ВАЗ 
ЕРЕ ЗН. ГРА ЧИЕ d= 27 М D= 2 R рел» BJ C ОЯ 
3—2), НЕЕ 


= _ТМ иг f 
= 32 D 4) @ Š 


ШИШ Ер ЕАК Н ЭУ 7) 254 


在 图 3-2 нт И.Е ВУ НА. Тр 
Жш, BEE DE ПУ. X 143-2 
т, ËD z 4 R ЕЖА, т, j ть НАНА Е, БМ 
ë F Ofi 


了 = зз D- dO TD (3-3) 


At D = (D+ dy/2 WAER А кр b КИН: £= (D-— d)/2 ER 
AT E ГИЯ 
tat Pia M (3-1) 
и А - 10/4 ЕЕ S BE h ty ИНК. 

2， 非 加 断面 的 自由 扭转 

如 果 慎 件 断 而 不 是 出 形 ， 则 所 转 变形 特征 有 放 不 同 ， 其 主要 星 别 让 于 非 几 断 商 的 杆 在 执 
Зе Вр ИЭН ЕВЕ ВАНН" (warping), Æ ОНА ЕТ, ВЕНЕ 未 
THR, ЕН АА А], BEEF T 
ТИШИН Җ ЛЕЛЕ НАВЕ, 

EREJE Ө ЕСН ИЯ 
的 长 边 或 高 度 天 与 短 边 或 厚度 t 之 比 大 于 5) WHA Ж 
与 哀 应 为 的 计算 公式 。 杆 的 扭 率 公式 同 公式 (3-2) , 即 
e= MAGI}, Я 


-l pr _ 
= (3-5) 
ЖК АЛЫППЫ ПП ЕА", 

断面 在 长 馆 半 办 中 点 的 前 应 力 最 大 ， 其 值 为 
МЕ _5М, 
нз у 9 


前 应 力 的 分 布 见 图 3-3. 


т 











Ф арыг, НАЖА D: +d2as(D+d)2/2, | 
— 46 — 











3-2 ETIEN A ШИНЕ? 
ТЕЛ, БЕЙНЕ ВЕДРЕ ЕА ҤЕ И А i SE АЫ (ЗО НЕ Ы ДЕН, 
АНЕ ЖЕШ ОКАР РР, RAAEN. ЕЗИ ЛЕВИН ЗВЕНЕ ПЕТ ЛЕН Л 
ЖЕШНДЕ» ФИН, ЗИ АНН SGED, c), зо Зр 7 — PRERE HE yB 
ИЕР ЩАС, УЯ 8-4(d) 所 示 。 


个 


9 3-1 


图 3-4 (3) (Б), (с) K (d) Br ТЕРЕТ ЛА E S ЭЙ, СОЕ И E 3-4 (е) 
ВСА ЕЕН аА ИЛИ, А АШИ. ЭРА БКВ TIRa RE НЧЕ”, 
ГАИА РЕКУ И T REER E” o 

ТЕДА PRR RCE IERT ER hl) AE REEE 至 于 船体 本 
Эл — НП ЕЛЕШЕ, RLE AR PARAAD АЁ WJ ДИКТ EREE E 
йн ВОИ ИЕТ; ПХ ЖЕН ЕЕ ЗЕ АЕ, Идя £ 
ШЖ -EEUNA Ж ИШ TY, 

1. ЖОЕ ЕЕЕ ЕН В 35 

AAA RFF ЙАЗ ЕРЕ, Е РОЗНИ ЖЕ ИЕ ЖЕТ HHE, ТЕНИНЕ ЕЕ, Е 
H] AS ЕЕ nto 2 ЖЩ E 5—5 中 西 出 了 一 工 字 形 梁 在 自由 扭转 时 的 变形 情 并 ;, 粱 级 上 
ГАЗОНЫ ЛЕС, ЛЕЖА, E TRR НН IH 
RAH 








2-5 98-6 


WERT ETEA е И ñ Ж АЕ Ц, НЕ ЛЕН, F АГ ВЕЕ ЕПП À: It 
Ja ЖЕЛШ АВЕ ERARI ЛЕТА О ТЕЖ, MERARI). 
这 个 假定 称 为 * 刚 周边 假定 ” ЕЗЕНШЕ Н ДЕ У R 

根据 刚 周 边 假 定 ， 我 们 在 计算 杆 件 断面 在 其 平面 内 息 挂 转 位 移 时 可 把 断面 当 作 一 刚 订 一 
样 发 生平 面 运动 , 央 此 世面 夺 扭 转 时 其 各 个 组 威 部 分 的 扭 前 都 相同 。 

Pn, FBE 3~6 中 的 工 字 形 断 面 在 增 转 后 的 变形 情况 。 我 们 把 此 工 字形 断面 看 作 由 三 





PREIEI MIUR, ЭН Л, В.Р, ЛА ha, В ЛИКЕ У К НИЕ Л, 
车 整个 工 字形 浙 面 上 的 招 矩 为 47,.， 赎 未 为 8 和 则 每 一 狭长 矩形 断 画 的 招 率 者 应 该 相同 , 即 


Ma _ М _ Мы М, 


G GL Gh G (8-7) 


RPS 1 hb, Ле š hf, Js= Ehta Mu, Мы, Мо 分 别 为 相应 于 三 个 狭长 矩形 


ШТ ЕЛА UW B ЕТЕТ, 
5—7 MaMe + M. З CTE mLa М, DA 
МАМ = М, (3—8) 
解 方程 下 (3-7) 102-8), АК НИ У EW BI ЕЕ Уу 


J=J,+J.+ J = " ht + š Б + 1р 
ә 


E TARDE ЖЕК АЕ ШП ИК ТЕА А A, 

ЧЗВ аго ЕГЕР, ЖЫН ERRUER NW 00 452 R 38 y EE EN 
ARER Ek, BERARI T Н, EISEN я ВЕК ЛЯЕТ ЖЕЛИНИНЕ ЕНЕН — 
RARS 

J= Ур (3-9) 


рн h, 与 У ЛКИ К AVRR, 系数 a 与 型 铀 断面 形状 有 关 ， 
Ж а=1.0, Б a=1,2, Ш &= 1.12, T WH a=1,15, 

{ЕЩ ДО ДАШТИ MB k ИТЛЕ РГ ВЕ ЖК ЖИЕН ОА С 2-7), ЖЕН 
НЕО А (3-9) Е) 3; 


1-1 pas (3-10) А 
Җир s 为 沿 注 壁 断面 中 心 线 的 坐标 ; 5, A WESE E ВО С t, 
度 。 — — 
BEHAE УЕП: JF H NE АКЕТТИ КИП pe A FEM: 图 3-7 


与 壁 厚 的 三 次 方 成 比例, 因此 辟 厚 的 大 小 对 招 转 惯性 祭 的 影响 其 为 显著 , 亦 就 是 说 开口 洲 壁 杆 
件 的 壁 厚 越 小 , 它 的 抗 扭 能 力 越 益 , 反之 壁 厚 增加 , 抗 所 能 力 就 会 大 大 增加 。 

求 得 了 扭转 惯性 第 之 后 ,就 可 以 按 公 式 g'= М СЛИЯНИЕ И ИШПИ ЫЕ ИШ Ж: 而 
杆 件 在 自由 扭转 时 汤面 的 前 应 力 和 狭长 矩形 断面 口 出 所 转 时 一 样 ; 沿 辟 厚 为 线性 分 布 ,在 壁 厚 
РАВ A „ЛЕВИН Я ЕЕ РЕ У ИН 
Ми 
pi 








т= 


(3-11) 


式 中 上 为 断面 在 该 点 的 摩 庶 。 

让 此 式 可 知 , 在 断面 莓 的 地 方 ， 甚 周 界 处 的 前 应 力 小 :在 浙 面 怪 的 地 方 ， 甚 周 界 处 的 前 应 
力 就 大 。 画 3-8 中 表示 了 工 字 形 汤面 在 自由 扭转 时 的 前 应 力 分 布 情形 。 

2. HORSE a 








ИП ЕЁ} ЛЕ Н ЕН ИНФ ЕЛГЕ Е BE bH 
E EL RAER ЯМЕ JH: ЕЕ ВИАН 
HE RENE ИГЕ БУ 7) ЖИЕ ӨП АЎ ВУЛ о М РАДИ 
FTR КОНЕ ЛЕН ДУ, РГ У ВТ У ЛЕНЕ, KERM 
就 可 用 前 应 力 与 壁 厚 的 乘积 т 来 进行 分 析 ， 这 个 ref К 
为 前 应 力 流 或 简称 “前 流 ”, 用 符号 f 表示 之 。 

下 面 我 们 先 来 研究 扭转 时 芒 浇 的 大 小 ,然后 再 米 讨论 扭 
转 的 扭 角 问 题 。 Я 3-8 

28 аа И ЕЕ ТЇ. ИНЫЕ М, ЕН КАНН: СРУ 3-9), В 
z ш ЕТЕ БШ. 














上 
| 


Fd 3-9 


现在 杆 件 中 到 出 dz х ds у — С Сз УДИ ЕЕ ВЕ ЕЕ S БЕ ВЕ БИРЧЕ, TERR НИИ 
而 上 有 剪 流 如 图 3-9 中 所 示 ，, 于 寻根 据 微 块 的 平衡 条 件 可 得 


Sf do 0 及 -57-ds= 0 


由 此 得 了 = ri = 常数 。 

这 表示 , 闭口 薄 辟 杆 件 在 自 册 和 二 转 村 ,断面 上 任意 点 的 前 应 力 НЕ ЗЕЕ, W 
此 ,最 天蓝 谋 力 将 安生 在 壁 厚 最 小 的 地 方 ,最 小 前 应 力 将 发 生 在 壁 厚 最 大 的 地 方 。 

定 伯 断面 中 前 流 对 新 面 上 任意 一 点 的 力矩 应 等 于 氢 矩 ， 现 
在 我 们 把 前 流 对 断面 与 x 轴 的 交点 《图 3-10 中 的 点 0 ) W Ж, 
ШЕП 








| frds= fra- M, 
HA узуну О ИЕН, rds 为 断面 上 ds ERHO 
点 之 问 所 形成 的 三 角形 面积 的 再 信 ( 图 3-10 PRR RER 
jih zd 沿 断 面 周 长 的 积分 则 为 断面 中 心 线 记 国 成 的 面积 前 两 





93-10 倍 , 我 们 用 2 A 表示 之 , 邵 
中 ras=z4 (3-12) 
于 是 得 2 4f = М,,% 
f=rt= Му (3-13) 
AREE T ИРЕН ЕЦ НАЗ ВЮ ЗЕНА Ж, ЖЭНЕ Bredd) AR. 





ИП Е а ТН u iS ЯР НЯ HSPs Jia K, Ш 
ЕАН Е о ЕТ ЙҮ ИГ ARE ME В, НЕ у ЛЕВ F. 

ВЕДАЯ ЕН] ЗЕ НАЕ М, {ЕИ Bl ЕЕЕ} RE K a, 
РАНЕЕ о МА БЕН ШЕН НЫ АЗ АХИ 3-11)， 于 是 第 二 状态 外 力 (单位 扭矩 ) 
对 第 一 状 间 变形 ( 捍 角 ) 的 功 1xm 应 等 于 第 二 状 访 的 内 力 对 第 一 状态 应 变 的 功 即 应 变 能 。 





w 
Ё 41-11 
次 了 计算 应 变 能 ,在 枉 吊 太志 ds xda МАЕ, ЖТ КУ ДЕ 
[фе dsy da 


жфт 1/0 4 站 为 第 三 状态 村 中 的 前 应 力 ; p= r iG Я Кор, 
所 以 


| фе desy de -: f 92. йв = 5 БАСУ т ds 
于 是 得 


. 
1хф= 3 AG fras 


p 52а rds (3-14) 


ERRAR ЙН К. T 5165-13) { АЕ, ИРИ И И РР ЛАДА М 





al gA as- м ра. М, Ке 
Ф i ПАРТА б], (2-19) 

_ 44 
эзчу (5-16) 

£ 


MB ЗЕ НТ A TEE. XJ Di, BERO Р АИЯ, 3-13) 式 得 


_ £ nih үир _ пр 
(а-ар 





ША Ж-Н (9—3) АН. 
Ий а, BAH b, БУ РЕНЕ РЕТ (ИЙ 3-12) ,由 (3-16) 式 得 扭转 桥 性 给 为 


六 =- acab) 2 Фр 
° og ‚ 25 | a+b (3-17) 
Ё Ł 





ЖТТ ОЕП ЕЛЕК НЕОН RITET AE EARRA, № 
HERRA H RARR Е С БҮЛЕ ҺЕ t AE ВЕТЕР Е НУ B ЕНЕ P], 

图 3-13 mE TSAA ЛА АО R w A A RAE. Yun ER B MK; 
ФИ 





— 
P 3-12 E 3-13 

И ЕД E DA AS РЕА М, PEM TRA РОЗЕ, EaP F | АР Ф 
БОК Л = r£ = TRARNE DAETA FUMER E PS Pun K h 

м, ВИГО ХУ Т ИДЕЯ К, ЖА ABCF 为 第 工区 (或 第 I 室 )， 右 边 
CDEF RIKERA IO; 设 第 I 区 的 前 流 为 oB RARA 疡 ,它们 的 方向 如 
图 中 所 示 ; 于 是 在 两 个 区 的 公共 壁 ( 即 СК Br [йй Ө (JH mj B) E) 

fs =f, -f 
ТИЗ у ЭГО РА ла, ЯН 3-13 8 O АУА М. 的 方程 式 ， 








їй 
| fas +Í fuds+| (fi for ds = М, 
:i CDEF CF 

Ар г ARME О ду ЖЕН ЛИЛЕ F il ЗЕ Bp НАНА, ЙИП FABC 即 表示 积 
ЕВ К» A— В->С, ЖЕҢ, 

охари у 
| frds+| faras siras- fards 

t CDEP CF б 


= T "s+ f в rds- |. rds] 

“АИ, ras | А rds + L, rds| 

= f да+ fib ras= М, 
式 中 中 ds 为 第 工区 面积 的 上 fs $, 19 为 第 下 区 面积 的 两 售 , 分 别 用 符号 2 А, 及 2 А, 表示 
之 , 则 得 








АВА, = М, (3-18) 
ЛНА y, ТГ, ,所 以 不 能 求解 ,为 此 再 列 补 充 方 程式 。 
补充 方程 式 可 根据 第 工区 与 第 工区 的 变形 相同 ( 即 握 率 机 问 ) 的 条 件 列 出 ， 为 此 利用 会 式 
《3 一 14) 分 别 写 出 第 I 工区 与 第 工区 的 扭 率 如 下 。 
对 于 第 I 区 ,在 站 ABC ИМИ q f CF ВАЙ = f - ЛЬ, Н 
вя 8] 


РАБО Ё, 


AH ҺЫ РАВС RHEE, G3 CF ВНЕ, 
同 埋 对 第 工区 有 





AP t, ЯСРЕЕ ЕК, 


, r A| 
Tup В 


Alha ее] 


Hha б-де е» 


BEYA БАЗА (3-18) 4103-19), ЖЩ Г, 和 Z, КОНФ, 
现 具体 计算 一 简单 的 例子 。 设 有 一 如 图 3-14 所 
示 的 等 厚度 双 闭 室 断 商 , 这 时 公式 (3-18) 将 为 
даа, = М, 


М, 
或 += Far (3-20) 
公式 (3~19) 将 为 
LJSE fo F] 








LR- iio] 


=A 
或 
з/л+ОЛА-Л/Ь)=3/ь-(Ў- f.) (3—21) 
а (3-21) Н f /代入 (3-20) 中 , 印 得 
_ , M 
fs f = М 


Bm ЧТ р ЕЮ f, = Л, Z, = 0. 
此 杆 件 的 捍 率 为 





山 得 此 双 翔 室 断 商 的 扭转 惯性 矩 为 


"ал 


pmi 


8 æE 
= 
лит 2а, пума, TAE H E НИИ КНР НЕДЕ], ЗЕ 
论 的 双 闭 室 断 而 的 中 间 壁 上 没有 前 应 力 ,因此 中 间 壁 在 扭转 中 不 起 作用 ,所 以 甚 担 转 懂 性 卸 就 
和 上 述 的 音 闭 室 断 面 一 样 。 

如 果 薄 壁 杆 断 面 由 两 个 以 上 的 闭口 形成 ， 用 下 面 同样 前 方法 可 以 求 出 百 由 扭转 时 的 前 流 
与 握 率 : 即 建立 断面 中 紫 一 室 的 中 流 的 力矩 之 和 等 于 提起 的 方程 式 及 建立 各 室 捏 率 相 同 的 方 
АА. ЛЕН ТЖ АЎ o = М.С) 的 式 子 , 则 式 中 的 Л. 
ВЯ КИШИДЕ, 

ZAER ERE HEETE R ESA ARP ХТ Жк Яр ВБИ ЕК 
HA. . 
HTA ERE RINE Sk EE И ИСЕ ИПИ БЕ ЛЕ СТЕ В НОО ИШЕ. ТЕШЕТ 
ЮПИ Л y OH В, WEAH US REI] ПЕДА ЭЛНИ ЛУНИН» AA 
章 壁 的 集装箱 船 断 面 (图 3-15) Е ВМИГ. 双 庶 为 闭口 部 分 , 航 仙 为 开口 部 分 。 在 计算 它 
НАЛНА ЕЕ А л рУ Н ЕАО, Е И, ЭРЕ Г ЛАНУ НОТЕ 
ЖИЕ № "ИГЕ МИН 

ТШ Ц БИЕШ, ПВ НЫЕ АСЛУ АХ ВЕ), ПЯ 3169770. АЛА 




















9 3-15 


ШТ ЖШ, ВИЕ Т БЕ ТЕРАН ВЛ ИН ЛК Вр Era ЗН 
ЕШ ЗЕЦ ЖТ Ч АЕ Д И] tat, Рл А TEE A 


























_ 4 A: 、 
NB СЬ Id. 8-Б (3-22) 
О hA ` K [Л 
жу A= BH - bd, 
*33-3 开口 薄 壁 杆 件 的 约束 扭转 
1. 基本 概念 


开口 莲 壁 杆 件 在 约束 蔚 转 时 的 主要 特点 是 扭转 时 各 断面 的 不 曲 不 相同 。 回 3-17 P M Hh 
了 工 字 梁 在 一 端 刚性 外 定时 扭转 的 情形 ,这 时 粱 自由 端 和 前 变形 一 НЯНЯ ВХ, ВЕН 
РН, МН НЕК НО E SR ЛАЗЕ, НЯ ЕЕ ЯН 
向 伸 长 或 第 短 ,从 而 有 轴 向 应 力 又 因为 梁 中 各 轴 向 纤维 的 伸 攻 不 一 定 相同 ， 记 以 又 将 导致 梁 
发 生 弯曲 ,对 工 字 梁 来 说 ,其 上 下 沟 概 在 相 反方 向 弯曲 ， 并 产生 有 弯曲 正 应 力 福 前 应 力 。 因 此 
丁 的 约束 捏 转 又 称 为 “弯曲 扭转 ”。 











H 8-17 
HR А Д АВ ИО — 5, AIEA НИНЕ ЕГЕТ ИП ВУ БУ Л) ЖЕ 
жу НАКЕ БУ ЛУ Яй. СЛЕТА ЕЖА К КИИН, МН 
ЗЕЕ RNA М, ERZ) МНН М. = С/е 13k М* 之 
(3-23) 


Ai, ЕЁ 
M,=GJp' + M* 


ДЗ НН И ЕЕЕ арте ЖЯ. 

2. 约束 扭转 的 扭 危 微 分 方程 式 

为 了 简单 毗 见 我 们 不 作 一 般 的 推导 , 仅 以 工 字 梁 为 俩 来 导出 约 来 所 转 的 所 角 微 分 方程 式 。 
详细 的 研究 可 参考 专著 [7J,[8]。 

FBE 3-17 PLETE, АКИ, КЕНИЯ F TE A W Ш НО A Я 
(ДЕН ЕЛЕК ЛЯ В, AME ЗЕ COY ГРУ Bl БЕЛЕК. А „ЮЖ 


有 0= Lo, МЕЖ D=- Eo, TEE ЯЬНЕ ОЕ, 





LMK M= EL- = EL 2 de 
TEH M= ELE =- 1. Фр. 
Меда еВ Q 


щн М 与 № HARRIE тЫ, МЕТ НЕМ ЛЬ. Г 
ЗЕНА ТЕГИ ВА ЕЕ де ВЕ DREA Ё, M| Г, = 694/12. 
ЕТИУ М ARR. AERE Е ГНИИ М, ЕТ, 
. тр д? dg Ки РА? de 
M*=-Nh=~El z Eg dp 








ЖЕШ УА] #4 p A PRE E fi I, £ 


«= АЕ (3-24) 


代入 基本 关系 (3-23) 中 ,得 
М,=СЈә'– ELp” (3-25) 
WER Е E ТЕ Е НОУ РНЕ m (ш) (ЇЧ 3-18) , ШК ЖЕТУ 得 
аМ /de =m), TÆ H (3-25) 
五 了 893 一 人 .707 = – т (3-26) 
这 就 是 工学 梁 的 约束 扭转 扭 角 微分 方程 式 , 它 的 形式 与 第 
= š 2-5 梁 的 复杂 索 曲 ( 轴 向 拉力 时 ) 的 变 曲 微分 方 看 Me( M.+4M, 
式 (2-53) 完 全 相 辣 ,因此 可 用 同样 的 方法 求解 ， 在 此 不 再 | 


详 述 。 dx 
一 且 由 方程 式 (3-26) 中 求 得 了 扭 角 p, MAHR | | | 


ф' ИНН Е о, TERRES ТЕРУ Л ЭЛУУ (C. 图 5-18 
ион. ВЕНОК Л НН ВУ Н т M tJ Ы ВУ Я, 

ЖУЛ (3-26) P ИЕ ВИНЕ ЈАТ НЕЕ НЕ ЖЕН iy T, 称 为 
ВУ < ® 8835 ЕН", 








3 м 


3.1 计算 图 3,1 PETRETA ШИНДИ НОЕ. ЕРИ ma), 








650 100 
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(а) (b) to) 
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3.2 (a), (b) EL а= 40 сш, #=2 сш, МИН {ЕЛ ЕНШ ЕЛГАН ЛР{ ? 
3.3 ШЕЕ БМИ КРИСА 3,3°), Е K tail ТРН], 在 受到 同样 大 小 的 
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第 四 章 Л 法 


S4-1 力 法 的 原理 

从 这 一 况 开 始 , 我 们 米醋 究 杆 系 的 计算 方法 。 

在 船体 结 屋 中 ,除了 少数 的 棉 架 结构 外 ,大 多 数 的 杆 系 都 是 静 不 定 结 构 。 在 计算 这 种 静 不 
定 杆 系 时 ,我 们 原则 上 总 是 将 它 分 为 一 根 根 的 杆 件 来 进行 ,但 因 具 体 计算 万 法 的 不 同 ， 又 可 分 
为 “ 力 法 ?与 “位 移 法 ?两 种 解法 。 本 音 我 们 先 研 究 力 法 。 

1。 基 本 概念 

为 了 说 曲 问 题 清楚 起 见 ,项 先 用 一 个 县 简单 的 杆 系 一 一 双 跨 梁 胸 弯曲 ,来 说 明 力 法 的 计算 
原型。 

图 4-1 中 所 让 的 双 跨 梁 是 一 个 杆 系 。 为 了 解 这 个 杆 系 ， 我 们 第 一 步 要 设法 把 它 化 为 杆 件 
~ 一 单 路 梁 , 或 确切 一 点 说 ,要 把 杆 系 化 为 一 静 定 的 单 跨 浇 ,为 此 可 以 采用 下 面 西 种 做 法 。 

(1) Р ЕН В Н Ч ТАЈ З а, раро АСД НОНЕ НЕ З ЗСА 
作用 力 ( 支 反方) КОХИР, ЫВА T ТЕН, ТЕЕ 21, ВЕ q 与 集中 
АНИ ЛИПА В, ПРА 4-2 所 示 。 

















4-1 A 4-2 


ЗИ Е З БЕЛ R ERK, WRR ВЕК li ОЗ ЕЕЕ ЕЙ, Ө] ЕНЕ, А TF Wi B 
问题 归结 为 如 何 求 出 支 反 力 RR 的 问题 。 

为 了 求 出 下 ,必需 考虑 梁 的 实 形 。 比 较 图 4-1 与 图 4-2 的 情况 可 以 看 出 ,原来 的 双 呼 梁 在 
中 间 支 座 处 的 抄 度 等 于 零 ,而 中 闻 支 序 拿 控 后 的 梁 在 中 点 的 捞 度 不 一 定 等 于 零 ,为 了 使 二 者 的 
变形 情 滴 一 致 ,我 们 说 R 的 天 小 应 昼 好 使 得 颇 在 中 点 的 找 度 等 于 零 ,这 个 条 件 给 出 ; 

ds Da = 0 (4-1) 

дир VasV 分 别 代表 图 4-2 rh py iii D H Epi ti о BAERI R pe E be pe, 

查 前 器 梁 的 弯曲 要 迷 吉 {附录 А K A-2), КНЕ], 

_ 5 gD Ба 








C 384 El ?АЁТ 
д ВОР ВВ. 
x 18 ЕТ 6 El 
ЗН КЛАДИ, 
2481 ET 


Предки: А-59//4, F ДНИ, 
(2) 除了 上 面 的 做法 以 站， 出 可以 这 样 来 把 桂 系 化 为 单 跨 梁 ， 即 假定 把 原 米 双 跨 梁 的 中 
ЇВ] С Е ТУТ, RAPE gi m Л eE 





a м м 4 (үн ш ЖЕЛЕ), РЕЖ 

т РУЗ УИ У Н Ш 35 f 38. BS 3 4-3 所 
| | | =, 

梁 存 中间 支 座 断 面 切 开 后 ， 断 面 上 出 现 了 

Ва DE, АН Bh ТИ ЖОЖ ОВОЧ Ж 


座 断 面 中 方 的 相互 作用 ， 在 切 开 的 两 个 断面 上 互 为 作用 力 与 反作用 力 ， 因 此 大 小 相等 方向 相 
反 , 我 们 用 M ERZ 
P М АЖАН, У ГНАУ, УНР, НОРКИ 
是 连续 的 ,现在 把 它 切 开 后 仍 应 保持 变形 连续 的 条 件 , 具 体 地 说 ， 梁 0-1 与 梁 1-2 在 支 座 1 处 
诺 该 有 相同 的 转角 ! 或 用 的 大 小 应 恰好 使 梁 0-1 与 梁 1-2 在 支 座 1 处 保持 同样 的 转角 , 即 
0,.= 0,3 (4—2) 
Жай б 2952 0-1 {Е НЕН з 91, 为 梁 1—2 在 1 端的 转角 。 
УНР ЯК, НИНЫ А 2 4-2) 可 得 
g = М! __ g 
ОЗЕР ЕІ 


MI 4. 
ЗЕГ HEI 





中 = 一 


代入 式 (4-2) 得 
MI a __ MI qË 


ЗЕТ ФЕТ ЗЕГЕ 

. р 
或 SET ~ gr =? 
HERI M =g, RET M 后 ,两 个 单 跨 梁 的 应 力 和 变形 都 可 以 解决 了 。 

以 上 的 方法 (无 论 是 第 一 种 做 法 还 是 第 二 种 做 法 ) 都 叫做 “ 力 法 ”*。 这 是 因为 在 计算 时 我 们 
是 具 * 力 %5 第 一 种 做 法 中 的 “ 支 座 反 力 ? R 及 第 二 种 做 法 中 的 * 支 座 断 面 弯 矩 ?4) 为 未 知 数 , 根 
据 变形 连续 条 件 建立 方程 式 ,最 后 解 出 * 力 ”来 ,所 以 叫做 $ 力 法 ?。 

2. 为 法 的 一 般 原理 与 三 这 矩 方程 式 

有 了 用 力 法 解 简单 杆 系 的 概念 ,下 面 我 们 将 力 法 的 一 般 原 理 与 步 又 归结 如 下 。 

(1) 应 用 力 法 ,首先 将 更 不 定 结构 的 多 余 约 束 去 控 ， 代 以 约束 反 力 ， 使 其 成 为 一 静 定 结 
构 。 此 议定 结构 叫做 原来 结构 的 其 本 结构 。 多 余 约 束 反 力 的 数 日 一 般 与 静 不 定 次 艇 相同 ， 因 
此 力 法 的 求知 数 数目 与 结构 的 静 不 定 次 数 相 同 信 。 

(2) 在 去 掉 约 束 出 现 约 束 反 力 的 地 方 列 变 形 连 续 方 程式 以 保证 夸 本 结构 的 变形 与 诛 结构 
相同 。 因 此 方程 式 的 数 日 与 末 知 数 数 日 相同 。 一 般 情况 下 , 若 结 构 肥 个 未 知 力 不 Xe 











O 这 个 方程 式 告 诉 我 们 ,本 出 中 a = Ө» = 0, 这 是 转角 壬 续 方 程式 的 一 个 特殊 情况 。 
@ 理论 上 讲 , 基 本 结构 必需 是 静 定 结构 ， 从 而 力 法 的 未 知 数 数 日 等 于 静 不 定 次 数 ， 但 实用 上 基本 妊 构 只 要 是 可 以 计算 
出 变 形 的 单 跨 染 , 它 不 一 定 是 静 定 的 ,这 时 力 法 的 未 知 数 就 小 于 静 不 定 的 次 数 , 见 И-М. 

















” — 58 — 








X BAILO, WA я TAERA RAER 


` - q ` - I ` , 
(а) х, я, х. 
{b} 
E] 4-4 
ÂX, +X; + дА, t 0а Aig 


2013 был Wasa F kaa = Аза 
. (4-3) 





ах. +5 ах, ах. HL TO, XK = А 
式 中 6; X; НБН ХЕ X, АКЕН ЮИ: A, К иар 外 力 在 相 
应 于 力 X, 位置 处 引起 的 位 移 。 方 程式 (4-3) 亦 可 叫 敌 “ 力 法 方程 式 ”, НН ВЕЗЕ 
0; = бу, ЛЕ E y “ЕШ К”, 
如 果 基 本 结构 选择 得 好 , 则 力 法 方程 式 可 获得 简化 ,例如 若 取 图 4-5 的 计算 方案 ， 则 有 变 
形 连 续 方 程式 为 


Ч м, ki М: ү „ү Me — 
[Ч 4-5 
«М,+а„М,› =, 


CaM на, + as М, = ва 
а. +9 вы = 9, (4-4) 








Маа + М, = р 

sta M RESE М; 在 M. ЖЕНИЯ 0. 代表 外 力 在 支 座 ;# 处 引起 的 转角 。 此 方 
程式 组 中 的 每 一 个 方程 式 中 景 多 包括 三 个 弯 矩 ,这 就 是 著名 的 “三 咨 炬 方程 式 ”, 它 在 实际 中 被 
广泛 地 采用 。 

(3) 解 变 形 连 续 方程 式 求 出 未 知 力 ,并 进一步 可 求 出 结构 的 弯曲 要 素 。 

万 法 原则 上 适用 于 一 切 静 不 定 结构 ,但 实际 上 大 都 用 于 求解 连续 梁 @@, 简单 刚 架 与 简单 板 
架 等 。 下 面 我 们 对 连续 梁 计算 再 举 两 个 例子 ,简单 刚 架 与 简单 板 架 特 在 下 节 讨 论 。 

з. 例题 

Фут 计算 图 4-6 РАЕН, НУ, 

Ж ”此 双 跨 梁 为 两 次 静 不 定 结 均 ， 故 需 去 掉 两 个 多 余 约 束 才能 得 到 基本 结 鬼 。 为 此 去 掉 
二 端的 刚性 固定 药 束 并 在 中 间 支 座 切 开 , 得 到 图 4—6(Ь) фа, КР М, 与 М, ЯЖ 
州 弯 符 ,它们 药方 向 是 暂时 假定 的 。 








Феи ЕЕ БЕРИ, ЖУК ЕЕ, 弹性 x EE EREL 
54-4, 








Г | | | k RE | Mo per -ү- Mi, эү 
а Сааб —— 


(а) | %) 
图 4-6 
下 面 要 建立 两 个 变形 方程 式 ,其 中 一 个 是 固定 映 处 的 转角 为 零 的 方程 式 , 另 一 个 是 中 间 支 
座 的 转角 连续 方程 式 。 利 用 呵 端 斑 出 支持 单 夏 潜 的 弯曲 要 素 表 ,不 难得 到 : 














一 мы _ Мі q =0 
ЗЕР БЕГ SA EI | 
MJ Mi _ М, qË 
SEL ЗАТ AEI” ЗЕТ t АЕТ | 
ЕВ АЛЕ ЇЇ 
2М.+ M, = 1-42 
М,+1М,= 
解 之 ,得 


~ B= А М -3 2 一 f: 
М, igt 0,07144Ё, М, эВ qË: = 0,1070 


所 得 的 Мо 与 М, 是 正 的 ;表示 其 方向 与 假定 的 相间 。 

ЖШТ М, М, 后 ,就 可 以 分 别 对 两 个 单 跨 法 0-1 及 1-2 ВИН Нила, Ди 
一 个 单 跨 梁 的 弯 乍 图 与 前 力图 都 可 以 用 登 吉 法 来 画 。 成 后 登 加 得 到 的 恋 矩 了 、 前 力 阿 见 图 4-7。 

如 果 还 需要 计算 出 此 双 跨 梁 中 间 支 座 的 支 反 妖 ， 只 需 分 别 计 算出 污 0-1 和 梁 1-2 Е Ж 
1 处 的 支 反 力 然后 倒 加 。 事 实 上 ,出 所 得 的 前 力图 可 知 ， 浴 01 各 梁 1-2 {ЕЗЕК 1 处 的 支 反方 
分 别 为 

Е! =6.5369/, Rr=0.607 9 
АЗ ЖАЙ, 这 两 个 支 反 力 揭 方向 都 是 向 上 的 , 履 支 座 1 处 的 支 反 力 为 
R =R + Кї= 1,1434 
#2 计算 图 4-8 中 的 等 断面 三 跨 连 继 梁 。 
9.30397 已 知 深 的 跨 长 为 sm, 已 =40kN ,= 10 KN/m, 
НЕНИЯ I, 

# ”在 计算 这 种 给 出 深长 及 外 力 具体 数字 
的 杆 系 疝 题 ， 我 们 在 列 方程 式 求解 时 一 定 不 要 
先 将 具体 数字 代入 。 而 在 计算 之 醒 ， 宜 分 别 对 
ВК НЕЕ ТЯ. Я, 
在 本 例 中 ,每 跨 梁 长 为 gm ГИ = 8ш; 
断面 惯性 窍 了 为 常数 ,我 们 就 取 = 1, EFH 
重 , 可 取 人 =d=I0KNAm， 从 而 已 =gofo/2。 


0. 53641 





ш <S 


图 4-7 
(а) ЯН (b): ИЕН 这 样 艇 的 好 狂 是 在 列 方程 式 时 ,使 式 子 整齐 ,其 
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一 60 一 





ШАЙ, 2 РЕХТ, БИШ ЖАТ ҮТЕ АЛАТЕ НЕВЕ E iX КЁ ЖЫЙ. 
ЖИВА, МАНЕЖИ, ВЮ: КЕНИЯ 
去 看, 并 在 支 座 寺 和 2 处 切 开 НЕЛЕ М.М, 和 M., ЦЕН 4-8 b) бт 








я 
Ту» Р 9 
0 3 
d l i 
5 21. 
| 一 三 十 一 一 二 一 一 一 
(а) 
М Р М, М, q 一 
; sfin pE 
(b) 
| 4-8 


ЖИВ ЖИЕ 0 ЛЕ ур, IFE P = gol/2, 不 难得 到 ， 
МАА M l, 1 1 dolo Ë 
"ЗЕТ, СЕТ, t is л ERT? 
ТУЗА ЯК РЕ 2 ПЧ ДЕЕ БИР ЖЗ: 
Мм, М1, 1 /94\ Ё M t, M.L, 
[ | (SEL TSEL SEL 


БЕК ЗЕ ` 16 





МА, Mh __ Mh a 
ВА, ЗАЛ  ЗЁБ 24 ЕІ, 


将 以 下 三 式 问 乘 以 6 五 Fo/ 并 经 整理 后 得 正 册 方程式 如 下 : 
М+М, =0,1875 Q 
M+4 M, + М, = 0,1875 0.0 
МАМ, = 0,25 g 
解 之 , 即 得 
M = 0,0889 4. = 56.90 kN.m 
М,= 0,0096 дй = 6,14 КМ то 
М,= 0,0501 4,12 = 38,16 КМ т 
RS Mo М.М, JS ИН 0-1,1-2,2—5 的 计生 图 与 前 力图 ,然后 合成 整 个 连 
续 当 的 杰 矩 图 与 前 力图 如 了 图 1-9 所 示 。 


56,80 





44,1 


4-9 
(a) FERN- m); (b) HAAN) 


基 后 值得 指出 ， 在 第 一 章 中 扣 到 的 船体 结构 中 的 连续 梁 甲板 纵 骨 及 船 底 纵 肯 前 计算 四 
形 ,参看 图 1-8)， 如 果 连 续 梁 上 受到 均 布 荷 重 , 两 端 为 刚性 固定 ,并 卫 是 等 断面 ,等 跨度 的 ， 在 
这 种 条 件 下 , 连续 梁 的 每 一 个 跨度 的 变形 都 将 相同 ,从 而 梁 在 中 间 支 座 断 面前 转角 等 于 零 ， 因 
此 这 种 连续 梁 训 可 化 为 每 一 个 葛 度 为 商 端 刚性 固定 的 单 跨 梁 来 处 理 ， 而 无 须 进行 连续 滁 的 计 
算 。 目 前 ,船体 结构 中 的 甲板 纵 骨 及 船 底 织 叔 大 都 满足 上 还 条 件 , 所 以 都 可 当 作 两 端 刚 竹 国定 
的 单 跨 梁 来 计算 。 


$4-2 简单 刚 架 与 简单 板 架 计算 
т. МЕНЯ 
ЯН Ну КН, БЕН А АО “а”, а ЕВ E K 
MARSRA “ЧУ и” ЛЕН да Г ЖЕ ОЕ АЛАР. ЛЗ ҖЕ АЕ Да”, 例如 
A RRRA С 4—10), ЦЕЛ а RRE FAT ТА К, ЛИ Е даа”, bi 
MEEF БЕРК ДИС И 1-10), 




















(а) (b) 
El 4-10 
EKR, KERM W S (ela J d É Jag ТЫ, ИОН RA 
5017 AWA? (BJ 40а) {ЕЛЖ F, ШААГА ПЫШ, {ЖИЕ КЕ ЛЕРГЕ 
ЖН ЕН ЖЕ ФУ ЕАПУ Ж/Е нар “ПУ МИАН” (图 4-10b)， 此 
ЕЖЕ H ЖАКЕ З, ИЕШЕ Ж И RA Е РЕНН kO 。 本 节 我 们 讨论 不 可 动 
т КИШИГЕ, ЖЛЕ Ле па 1 ЗЕ ТЕ ЕН ЪЁ, 




















Mi 
9-9 
м, : 
1 
% 
g: 2 
2 3 
“rrr 
м: Q, 
В 4-11 





ФЕН ЕН ИЕ REVERS ЗЕЕ, КИЛЕШЕ ИГЫ B Saray ЕНН, 
— 62 一 


(1) НЛА праат А А К, уу Аа Ма ТВЕРИ: ЕЕ А” УЕ 
Я, ВИТА E АЛШ? РЕВ, РЖИ НЕК. ЯЗ 4-11 所 示 的 单 甲板 
ЯЕ Ae СТАНО ЛЕРШЕ, ЗРЕНИЕ ИГЫ ETETA 1.2.3.4 ДЕНЗЕЛ ЕНУ АУ 
Ж, ER A ТИЛИ РАН ЭЕ 3 r Mi y ЖЕН а БЕ ЙЕ, 然后 再 列 出 节点 转角 连续 方程 式 
求解 。 

由 于 所 讨论 的 肪 肖 轩 架 是 左右 对 称 的 ,所 以 有 M = M.E M. = M, Иня НИ 
两 个 。 为 此 在 节点 1 与 2 好 分 别 列 出 转角 连续 方程 式 如 下 ， 

QE _ Ml, , Mh _ TQE 

ЗЕ, Ei ЗЕ, 6ЕГ, 180 ЕЁ 

МА, МІ, 29,8 Md, Mh QE 
БЕГ, 3EL * 45ЕТ, ЗЕ; t6 El, ЕГ, 


RP ©О,=а, Ф, = 2-4, Q, - qsls ARARE MR ELE ИЕ, 


和 解 上 面 两 个 方程 式 , 可 得 
af За, + > уол, + ( M йа, г ) Qala _ Q. ] 


M=- АА Б 
200; +1) (369+ 2) -1 














) (4-5) 
8 
_ 一 Е Q (jga + М ) QL + F (a, + DQ, 
2 оса +1) (Заз +2) -1 | 
式 中 
LL h č asda h (4-6) 


Жш ТИ К У, ЯЕ ЮГ КУН, АЕ T Е ЦАА ns Р 
如 图 4-12 所 示 的 形状 。 

ТЕ ЖД (4-5) Г BL, ДЕ НОЕ М, 和 М, 都 与 甲板 二 的 荷 重 ©, Жо, 
24 (Q, 增加 时 М, 增加 但 М, Жр, Но О.о М, ЖЛ, М, 最 大 。 再 由 图 4-12 rh pz 
жЕ лян, И ЕР ВН — BW XY BM, Wa ib WS К, ЦН ЕВ 
HB wa EE sk EWR RENYA RTR E RREH REA EA 
守 算 状态 。 

土 述 结论 亦 可 以 从 肋骨 刚 架 的 变形 情况 来 分 析 得 到 。 对 肋骨 
kA, PARE Q, 的 存在 将 抵消 一 部 分 肋骨 由 荷 重 岛 , 引起 的 变 
形 , 故 在 计算 肋 皮 强度 时 ,不 计 围 板 荷 重 是 偏 于 安全 的 。 4 

ЕХ ИПЛЕ EH, ЗАЛЕ ЖЕНУ ЦИТ ЖЕР ЖК ЖЛ № 
析 并 选取 一 个 最 不利 的 外 荷 重组 合 。 亦 就 是 说 ， 并 不 是 把 肋 皮 刚 
架 上 可 能 受到 的 外 敬重 全 部 考虑 在 内 就 是 危险 状态 。 而 庶 进 行 分 
析 后 确定 一 个 对 所 计算 的 构件 来 说 是 最 不 利 的 荷 重 状态 。 

ЗП ВЖЕ АНИ ВЕН I S K ES, BH Г T, Rh et, 将 
es=0 代 入 公式 (545)， 可 得 Ё 4-12 


M 19 <a Еа 











Ф ШИТ АТН BARRAR ИСАТАЕВ РОТЕ рин, 


(4—7 } 
@| . 3 3 | 
192 +152 + gg) Oh 


ча +3 ‚ 





а = 


ЖЕНУ ТИНЕ РЗА ENE ШЕ 4—13, ИШЕГЕ Эв ЭЛЕ РТА: RR E o 

(2) 对 称 结构 的 简化 : НТЛ ЛИЕ КЕНДЕРИ ҤЕ ПЕН. EE T АХ 
ЗАРЕ НЕТ Ж THABA- E J kha Ж. 

对 称 结构 的 一 架 ， 其 所 受 的 外 荷 重 可 能 是 对 称 的 ， 亦 可 能 是 不 对 称 的 。 但 是 不 对 称 的 荷 
重 总 是 可 以 分 为 一 部 分 对 称 的 荷 重 与 另 一 部 分 反对 称 的 荷 重 ， 所 以 下 面 我 们 分 别 讨论 对 称 结 
构 , 对 称 蓓 重 的 刚 架 及 对 称 结构 ,反对 称 荷 下 的 刚 架 丙种 情况 。 

а) 对 称 结构 ,对 称 敬重 的 刚 架 ，、 图 4-14 为 一 对 称 结 构 、, 对 称 荷 重 的 刚 架 。 根 据 其 变形 售 
况 可 知 ,在 刚 架 的 对 你 节点 姓 ， 节点 转角 与 БОИТЕ АЕ ЛУНА, AARO ;在 对 称 轴线 
上 ,转角 与 剪 力 帮 等 于 零 。 











图 4-18 E 4-14 

9 4-15 ЗЕНИТ TORERO WNA, ЖЕНА T APERTE кай ЖЕ X | 
相等 ,方向 相 友 以 外 ,在 对 称 轴 的 节点 转角 
等 于 零 ， 但 去 右 断 面 中 的 杰 矩 与 前 力 均 不 
等 于 零 ， 从 和 而 可 把 刚 架 在 对 称 轴 处 作为 副 
性 固定 端 。 
b) ХЫ, хан, = 

4-15 4—16 为 对 称 结构 、 反 对 称 茶 重 的 刚 架 。 辣 
样 根据 其 变形 情况 可 知 ,在 结 攀 的 村 称 节点 处 ,节点 的 转角 与 节点 断 而 沽 短 大 小 相等 ， 方 向 相 
М: 在 对 称 轴线 上 的 线 位 移 与 断 而 弯 矩 均等 于 零 ， 央 此 在 该 处 可 化 为 白 由 支持 于 刚性 支 座 


上 。 
如 果 在 对 称 轴 上 有 杆子 (或 支 座 ), 如 几 4-17, 则 该 处 的 线 位 移 等 于 零 ,但 断面 变 矩 不 等 于 





零 。 ` 
ВИЗИТА ЕЕ, Ж ЖЕШ ДИНА НУ, ЖЖ, ПУН ШЕРА РЕ, T 


将 未 知 数 减少 一 半 。 
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图 4-16 4-17 


2。 简 单 板 架 计算 

Ви ПАЧ ЯН В.Е ХВ Е АТН НОЯ KRR bB ЯР ЗР ТЕ SS L. BOE 
ЕН Я И а 

TAKAR НН, ЖЫ] ЖЕ ХА ЕЛЕЕ ЕНУ, AAA ИИИ АЛЕ ЖЕ, НРК 
WRH- RERS., PRH RENREN “Еш Ж”, JH 093 E НОЗ АТ 
“交叉 构件 ”。 

节 我 们 先 讨论 节点 数 日 较 少 的 ,并 且 主 向 梁 与 交叉 构件 帮 直 等 断面 的 简单 板 架 计算 3; 节 

点 数目 较 少 但 主 向 梁 与 交 丸 构件 不 大 等 其 而 的 板 架 人 计算 将 在 $ 4-4 中 介绍 ;节点 数 日 较 多 的 
一 根 交 及 构件 和 多 根 实 又 斧 件 的 板 架 将 在 4-5,4-5 中 研究 ， 

用 力 法 计算 板 架 时 ,常用 鸣 办 法 号 将 杉 架 两 个 方向 的 梁 在 相交 节点 处 拆 开 , 如 果 忽 略 梁 的 
担 转 , 则 把 两 向 梁 拆 开 之 后 ,它们 之 问 的 相互 作用 力 就 是 集中 力 ， 然 后 再 用 变形 连续 条 件 建立 
方程 式 求解 这 些 华中 力 。 下 面 我 们 通过 例子 来 说 明 靛 题 的 过 程 。 

ЖЩ 4-18 中 所 示 的 简单 氢 架 , 它 代表 大 型 油轮 在 纵 、 模 舱 壁 之 问 的 船 底板 架 ， 由 三 要 
ЮЕ СЕ) АВА СРЕО НА, Вов ЕЗ] ВИ q (此 处 9 УМЕ 
HE ‚ШЕШ СВЕ HB EE ЭУ г тру В e EE W Eki L 5 I, 























先 说 朋 一 个 外 荷 重 的 分 配 问题 ,忠于 实际 上 外 荷 重 由 毅 底 富 传 给 般 底 纵 骨 ,再 由 船 底 织 骨 
传 至 助 板 ， 因 此 在 计算 时 通常 认为 板 架 上 的 外 荷 重 爹 部 由 肋 想 ( 主 向 洪 ) 沽 受 。 这 种 报 据 外 天 
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传递 来 确定 松 架 中 梁 的 荷 重 的 方法 在 以 后 的 板 架 计算 中 还 会 明 到 。 

НРА Н ЗЕ KRHA YU EE НАБ, АНУ R R. R... РЕЖЯ 
梁 将 有 图 4-18(а4) ДЖЕЛИ ЕЛ, НН ЖЖ КЕБЕ Q= аа! ELHA S 4-18(1) 
РНЕ, T 0], H T ЕШ ЖЫН КШ. НЮ, = Ra 

下 面 来 建立 主 向 潜 与 交叉 构件 在 相应 节点 处 撕 度 相等 的 方程 式 (变形 连续 条 件 )。 先 写 出 
边 上 一 根 ( 第 一 根 ) 坟 向 滁 与 交叉 构件 在 工 点 处 的 挠 度 相 等 式 子 ， 由 单 跨 粱 的 弯曲 要 素 表 不 难 
得 到 * Я 
1 Q° 1 RE 5 RE 1 Юз 

38а Ei 192 Ер C 1536 PT Y 3584 Е! 
жа RA- (ЖЕГУ) 5% У ЕЕ 2 点 处 找 度 相等 的 式 子 为 

1 Qh 1 RE 1 RÈ 1 RJ 

384 Ei 192 Ei 192 EI 195 EI 
解 以 上 二 式 , 即 可 解 得 











3 
， (=: Ht je 
R=- E28 R= 2 / (4—8) 
BHIE 





8 + 13 + и? 
式 中 
д D 
“ [ F 
IH YAKO BD [ЭУ RE RARI RS ДГ, BE, 
E wee ВОВ J aap, RATSA [2] 或 站 他 船舶 结构 手 
册 或 计算 资料 。 


(4-9) 


$43 弹性 固定 端 与 弹性 支 康 的 实际 概 全 

本 节 我 们 通过 为 法 对 杆 系 的 分 析 介绍 实际 结构 中 弹性 固定 端 与 下 作 丈 座 昌 如何 形 成 的 。 
т. фын 

试 考虑 图 4-19 ЙИН! БЕЙНЕ ЕТЕ ЖЕН ПР ЖИЕ КТ P ЖИЕН ТИЕН 
假定 症 自 用 支持 的 。 














р 4-19 
ЗНИК, 为 此 将 机 要 与 肋骨 在 相 实 的 支 座 1 АКН, JH. 0538, ЭР 


Жз от ДЕНИ ЛИЕ БЕЛТН УД ОУ 


МЕ, Mi që 
ЗЕД ` ЗЕГ T 24 Е] (4-10) 
TURN, К JBE E 2: 0-5 MERER СҢ 4-20) 的 转角 表达 式 ; 


а = ЗЕ + EI чї 
完全 相同 。 ИЕ, Я 4-19 [КИЕ p ДУ 814 TRER ИЕ asha, ЖЕШ ЕИ ЗЕЕ 
BAH «= 1/08 ЕР), ВЕНАРА H 5284836 

ТТА АЁ Дн: 

(D ИН (0-1 НОЕ ДА (1-2 FF) 的 弹 
ЕЕ ЕЛЕ АЯ REIHER 0-1 杆 的 1 ЖИ, 
Ruka ki L Sa kk ЛО ЕДЕ К, Вос М, 
显然 如 果 0-1 FERE R, ПЖ] 0-1 杆 求 说 不 会 在 在 有 Вос М Ну, БИЕ КИЙ ЫЕ 
端的 存在 只有 杆 0-1 РЕЖ УЖ АЕ, 

由 此 可 知 ,实际 结构 中 杜 忻 的 弹性 固定 端 是 与 其 个 邻 的 不 受 外 我 菩 的 守 件 作用 的 结果 3; 搁 
言 之 , 受 裁 杆 与 不 受 载 杆 相连 时 ,不 受 载 杆 就 相当 于 受 载 杆 的 漳 性 固定 端 。 

(2) 为 了 计算 强人 性 固定 端的 柔性 系数 ， 我 们 只 需 把 受 载 村 与 不 受 载 杆 在 相交 处 切 开 并 如 
ЕЕ ЙЕН M ,计算 无 载 村 在 弯 矩 М 作用 处 的 转角 0,0 与 村 的 比值 就 是 乘 性 系数 a, 

由 于 在 计算 柔性 系数 时 М 的 大 小 是 处 需要 知道 的 ,所 以 我 们 可以 稻 设 村 =1， 这 时 计算 
出 单位 弯 符 作用 处 的 转角 9, 斌 是 柔性 系数 的 数值 。 

(3) 柔性 系数 的 数 信 主要 取 关 于 无 戟 杆 的 慎 长 与 断面 峙 性 第 ， 侧 与 无 载 杆 端 点 的 固定 情 
ARREK 

ФИТ, Е 0-1 у 0 端 改 为 刚性 固定 端 ， 则 可 算得 6= МААЕ), А ша=А/ 
E11) ,可 见 此 梁 性 系数 的 数位 和 0 端 为 自由 支持 时 相差 不 上 大。 事实 上 本 例 中 甲板 疝 肋 肯 的 
下 端 既 不 是 自由 支持 , 亦 不 是 刚性 国定 ,而 是 介 于 自由 支持 与 刚性 固定 之 同 的 情况 ， 因 此 实际 
Ба p ALGED SI ZG EL) 之 间 ,而 这 个 范围 并 不 太 大 ， 

(4) 在 实际 的 船体 结 徇 中 ,甲板 问 肋骨 还 与 下 甲板 横梁 及 大 仓 内 主 助 骨 相 连 , 这 些 肯 架 将 
影响 到 甲板 间 肪 肯 下 端的 问 定 程度 。 但 由 上 面 的 分 析 人 可知， 甲板 问 肪 骨 下 端的 固定 程度 对 上 
甲板 横梁 的 影响 不 大 ， 记 以 在 实际 计算 时 可 不 必 考 虑 下 甲板 横梁 、 主 肪 骨 对 上 甲板 横梁 鸭 影 
ИН о 

О УЕП, ТЕЕ ВНЕ, ПЕНН, Ж ЖЕНЕ E ST H 
邻 的 那 一 很 杆 件 的 影响 而 无 需 考虑 延 离 此 杆 的 其 他 杆 件 对 它 的 作用 。 

2。 弹 性 固定 端的 固定 系数 

出 工 面 前 身 析 可 知 , 如 果 主 系 中 所 让 的 标 -上 都 有 外 力 , 那 林 我 们 将 无 法 把 其 中 某 一 根 杆 什 
化 为 妨 一 杆 的 弹性 问 定 端 , 因为 梁 性 系数 无 法 求 出 。 这 时 为 了 实际 钳 构 的 分 析 需 要 ,人 们 又 引 
入 了 一 个 关于 弹性 固定 端 固定 程度 的 新 定义 ,叫做 “固定 系数 ” (fixity factor) , 它 是 弹性 固定 
端 断面 的 弯 具 与 航 想 为 刚性 国定 时 的 断面 讨 殖 之 比 , 常 用 x 2252: 

M 












































(4-12) 





ЖШШЕ ЖЯ, к= 0, 即 Mas 0, ВАЛЕНКИ к= М = Ми, ER ENERE 
e ИНО ТЦ, 

这 样 ,对 于 一 般 和 的 结构 ， 如 束 吉 要 我 们 总 是 可 以 求 出 轩 定 系 数 K。 鲍 如 对 于 图 4-21 中 的 
三 跨 梁 ,此 次 每 个 跨度 上 都 有 敬重 ,在 分 析 中 间 蜂 度 的 染 时 ,可 先 算出 支 座 1.2 ЖКТЕ: 





4 í qA М, _ 
Mi Ma = A(3+2 429) {1+ 4. Д1: (4-13) 
Гі, 
因为 Мю = 4.3/7 12, АЕ У 
акс 9... q ЫЫ - 
ЕК, = ВИ (1+ 931 rt, (4 14) 
173 


TIR BT ВНЕ ИО Е Е E НДЕ ААТА E ЮТ ЫЕ ЖЯ ISO, 
. ы БЕШИН, АЙ к 与 a 都 是 

рт | ТН 用 来 表示 弹性 固定 端的 系数 ， 但 在 定 
т. 1 Т; 义 所 时 并 未 要 求 弹性 固定 端 中 的 转角 
h 


, Го ауа, ЭРЫ А 
—_+- +—— жи, нош S a ER 
=й 的 面 定 端 在 意义 土 并 不 相同 ;换言之 ， 
如 果 一 个 梁 的 固定 端 中 前 转角 与 杰 丈 不 成 正比 ， 那 来 a 无 意义 ,但 仍 在 在 。 从 这 个 意义 上 
说 , 用 «定义 的 弹性 国定 端 不 一 定 是 真正 弹性 的 ， 闻 以 我 们 事实 上 不 可 能 找到 一 个 联系 * 与 
a 间 的 普遍 关系 。 
同样 为 了 实际 的 需要 ,月 前 在 船舶 结构 分 析 中 用 了 一 个 上 与 а 的 关系 式 ， 














к= Tær 或 а= ЧЕТ L- - 1) (4-15) 
ЕН — ЖАРЕ А Л, Я СОМ, 27 АД DRRR E ТРОНА ЕЯ, 但 
АТКЕНИ Е AI ЖЕРТ Г ЕВ а= 0 к= 1, а= оо pf 
к= 0, ВЕ АИС ИВЕ ТЕ Е ИАН, А АТИЛА, ak arik Жї 

3, ЗЕЕ 

ЖЕКЕНИ gë YE C E В ну ОНЕШ ЖЩ. Е 4-22 中 的 简单 板 架 ， 其 中 村 
1-3 60179, НАБНЫШ. jk FOR ИЛИ OE НЫ ЖАР 1-3 ГЕ 4-5 的 作用 相 当 于 
АЕ. MEARE ИЕН ИЕЛЕ ЛЭК А; 无 , 则 有 变形 连续 
方程 式 为 

QF RP RË 





ЗМ ЕГ 192ET © BEL 4710) 
ИЯ 4-23 А 1-5 在 中 点 具有 弹性 支 座 的 抄底 表 达 式 ， 
9° ЕГ (4-17) 


384 ЕТ 1958ТГ “^^ 





O 对 于 这 个 其 体 亲征 ,显然 计算 < иен аки Иран, к НН ИЛЕ А.Н ЖЛЕ НИН 
市 可 十 过 上 НН ЕЕ НАНДЫ] ДОЛЫ BILET HE, 














19 4-22 


完全 相同 ， 因 此 杆 1-3 ЖЕ НЗС, ДЕНО A= PQR Bi)。 这 是 央 为 对 本 
1-3 来 说 ,其 节点 力 与 节点 阐 度 方向 姑 终 相 癌 并 且 成 正比 ， 
БИН 13 BIRRA DE 
BEARRA, ШЧ ERER 0 8 
ЗАМЕНЕ, ИТИЙГЕ ЕЗ ЕЕ КЕНИ, 4 
性 支 座 ， 节 点 力 与 捞 度 同 的 比例 系数 就 是 弹性 支 座 的 乘 竹 。 | 2—4} 
系数 。 在 本 章 以 后 几 闻 的 船体 板 架 计算 中 以 及 在 第 十 章 计 
论 甲 板 板 架 稳定 性 时 还 会 过 到 这 种 情况 。 


$4-4 ЗЕ ТЖ ИГИ 


上 节 应 用 弹性 支 座 的 概念 可 将 某 些 板 架 结构 化 为 具有 弹性 支 座 的 连续 梁 ， 本 节 就 求 讨论 
жнын. 

1。 弹 性 支 座 上 连续 染 计 算 

具有 弹性 支 座 的 连续 粱 可 以 和 刚性 支 座 上 的 连续 梁 一 祥 用 力 法 计算 。 例 如 对 于 图 4-24 
中 的 骏 跨 梁 ， 我 们 可 以 去 控 中 间 的 弹性 支 座 代 以 支 反 力 如， 再 利用 变形 连续 条 件 列 方程 式 求 


Ж. 
设 弹性 支 座 的 柔性 系数 为 丸 = 7(6 EED), 梁 的 其 他 尺度 见 图 ， 则 不 难 写 出 变形 连续 方程 


式 为 


Q 


5 @(20* 1 RCD? _ _ АВ. 
384 El 48 El = АК © 6 ЕТ 
出 此 直接 解 得 下 = 507/8. 


0 T i 2 
A 
L | 











ЕЕ ОНИ 
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ЖРО ЕТ IJ rB B| ЭС АКНЕ E ЖЫН 4—25 РЕЖЕ, F 
建立 支 座 断 面 转角 连续 方程 式 求解 。 
考 虞 到 中 间 支 座 断 面 的 转角 与 弹性 支 座 的 挠 度 有 关 , 央 此 有 有 转角 连续 方程 式 为 


Mi gë 0 МІ q w Е 
ЗЕГЕ T 5U ZEIT AEN | (119) 


IOF o ЕН CHIE v= AR, БКИ, ПЕ ЖКА] ЖЕ 
ТАНИ 0-1 与 1-2 计算 后 得 到 ， 








wa) 
于 是 
v= AR=- (2 9) (4-19) 





304-19) 54А. (4-18) Н, ПТ М = – 341/16. Е 

对 于 中 间 弹 性 支 座 较 多 的 连续 染 , 和 84-1 中 的 分 析 相 同 , 取 切 开 中 间 支 座 断 面 的 基本 结 
梅 是 合理 的 。 在 这 种 情况 下 ,参看 图 4-26 中 的 . - 般 情形， 其 中 第 i 个 中 间 支 座 的 转角 连续 方 
程式 为 


























[4-26 
Mah А М, А р-р 
‚ВЕЛ + SEL + ЧӘ + р 
_ Мины Майы. CRETA | 
ЗЕ: ekla T 8, (4:+:) + Ly (4-90) 


式 中 0,(4:), Olet ЯН 跨度 与 第 ?+1 ЖР БУКИ 8 E ВЕ 2 外 引起 的 转角 ,由 于 
М, ММ, 与 АМ Miri HR, вы 与 Mi Misis M... 有 关 , 因 此 
和 将 它们 代入 (4-20) 式 后 得 到 的 方程 式 将 包含 Mias 

i ML. M. M... M... BAGE, A ES EAE 

(а) р |. > K” АЛИЯ SA LEIBA ETA Or ask ,记得 的 方 

H —-— Анива”, ананг 

` К: 出 各 支 座 断面 的 弯 矩 ,并 可 进一步 求 出 弹性 支 座 的 挠 度 。 
(b) 2. 阶梯 形变 断面 梁 的 计算 

Д=со #1 МНН, ЭНН: ЖОЕ ЖИЕ Б ҮЕ B Bl 

ТЕЛЕ, ЖЖ ИЕЛИК ФИЛО. РЧ 4-27 为 一 单 里 

14-27 77 Ж, ERA PE S AA И, НЕНИЯ 








j, 我 们 可 以 设想 在 断面 变化 处 加 上 -个 末 性 系数 А = co КИЕ ОЖ, ШИН 4-27) DER, F 
是 就 可 以 按 强 性 支 座 上 双 政 深 的 方法 来 计算 了 。 

”对 于 图 4-27(Pb) PR RE” AE 4-25 中 的 例子 一 样 ， 可 列 出 中 间 支 座 断 面 的 转角 过 
ВУ: 





Mi 48 s MI qË р 
JEI СИЕТ. * 1 ` ЗЕТ, ЕТ, ` Í їп) 
再 列 出 方程 式 p= AR, HA ПИ А = оо, HA Ю= 0, pp 
(+ %-)-0 (4-22) 
将 (4-22) 式 代入 (4-21) 中 3 HJ TRE M ЖЕЛЕ Va 


3. 甲板 板 架 计算 

作为 上 述 计 算 方 法 的 应 用 ,我 们 现 介绍 甲板 板 哥 的 解法 , 即 由 变 断 面 梁 组 成 的 节点 很 少 的 
板 架 , 见 第 一 帝 图 1-9, 为 了 简单 起 见 ,限于 讨论 图 1-9(b) 中 的 情况 。 

对 于 此 甲酸 板 架 ， 由 子 甲 板 蓓 重 起 通过 甲板 板 忧 给 甲板 纵 骨 再 传 给 烧 梁 景 后 传 到 甲板 然 
机, 因此 可 以 认为 甲板 级 术 承 受 全 部 外 荷 重 , 舱 口 端 横梁 不 受 外 荷 重 ， 于 是 舵 口 端 横 梁 可 化 为 
甲板 纵 枯 的 强 性 支 座 ,甲板 纵 杭 成 为 在 弹性 支 座 上 的 连续 梁 ( 图 .4-28)。 








a 
I R АР R I 
| Е 
5 T 
А 21 в 
1 1 
1 £ L 
ГГ 2⁄A 41 483 T 
| 1 al 1 
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ЖП 5 t h 2 Bë HARS EMEA 21, KIEA АДЕП ЭИ НЕШ Г, К 
Яр НАТА TA: AOA {ИРЕР ЖУ 47, KEA 41, ВНЕ Г, ЕЕ 
为 Т ЕТЕ q, ТАЛ РНИИ, 

(1) ЯНА НИНЕ ЛИР ВАЛЬ АЕ СЕ ДОЗЕ Ж, AeA ҖЕ L13042, EE 
一 个 阶梯 形变 断面 梁 ( 图 4-29), HAEE К R fE FEE ©. 


М, 








4-5. Ma Ё Me 
; a= — > - А. 
7 
《b) 
ЁЧ 4-29 


О ШЫ ЕЛКЕ ЛЕК Ab ll АЗЕ 3239 co 的 弹性 支 座 , 并 按 图 4-29 (БАЯН 
两 个 转角 连续 方程 式 及 弹性 廊 座 反 力 为 堆 的 方程 式 如 下 ; 


мы Мы р ) 


TEOD EDT? | 
Ми | Mi ә. MI _ а 
СЕО EGD 1 ° SEP T (4-25) 

эмм, +R=0 ) 

求解 廊 程 式 组 (4-23) ,可 得 

М, =- 9-1 =6.445 RI. M=- р = 0.274 RI (4-24) 
_ 11 RE _ RE 
"= -i6 ET = 0.0503-,.„ (4-25) 


РЕЯ ПИ ЖЕРЕ ЭН ЕД ТК 8 ЙЕ НЕТ ЕАО А = 0.0503F/( ED. 
《2) BESERTA В С 430)。 由 于 对 称 条 件 羽 此 只 要 在 支 座 1、2 处 列 
转角 连续 方程 式 及 在 支 座 2 ЕЙ = AR 的 式 子 如 下 ; 








Mi Ми 4 v. 
EF GET ЕР! [`° | 
м. , My qË о. Мар MAD, а (4-26) 


6ET ЗЕТ MEILI ЗЕТ) вЕ(А) кка 





ММ, 54) 





[3 
v= AR=0.0509 pr (~ 
解 联 立 方程 式 (4~26) ,得 
М,= 0.25691, М, = 0,626 01°, 9=0.146аА/ЕТ 


于 是 弹性 支 产 的 反 力 为 
_ b 0.146 


= А” 0508 © 2.868 qi 


ARERO WREEKT AN. 
(3) FHARR, AA ДЕЗЕ А M, = 2,8680, НЕК 


(4-24) FRR ES EA 
М» = 0.445 А} =1.2760й, М,= - 0.278 RI = — 0,797 gl: 


译 此 ,甲板 纵 析 与 舱 口 端 模 梁 的 计算 问题 均 得 到 解决 。 
$4-5 一 根 交叉 构件 板 架 计算 


本 节 研 究 具 有 许多 主 向 梁 与 一 根 人 交叉 构 件 的 板 架 计算 问题 (图 4-31)。 在 船体 结构 中 这 
种 白 架 可 代表 由 一 恨 艇 侧 纵 检 和 多 根 肋骨 组 成 的 航 侧 结构。 





这 种 板 架 原则 上 可 用 $ 4-2 Н] 6 BOB ТИЕ ЕЮНШ. H PARERS 
(节点 力 ) 的 数 昌 等 于 板 架 的 节点 数 ， 因 此 
对 目前 节点 数目 较 多 的 板 架 来 说 就 在 一 定 
的 困难 ,从 而 在 方法 上 需 有 所 改进 。 本 节 所 
述 的 解法 实质 上 是 综合 了 本 章 前 而 的 力 法 
构 念 及 弹性 支 座 的 概念 而 形成 的 ， 它 和 - 
般 的 力 法 不 完全 相同 。 

ЗРЕНИЕ, H43 2529083508 
AERAR, MOEHAU ЛЫЙ Ж 
全 部 由 主 向 梁 承 受 ,此 外 还 假定 ;所 有 主 向 
ВУИ, 尺寸 相 同 ， 且 为 等 间距 没 
E, 各 主 向 梁 端 点 的 固定 情况 相 问 并 上 导 各 
主 向 梁 上 的 外 力 分 布 规律 相间 Ф, ЖЕ 
种 条 件 的 板 架 ， 称 为 相同 主 向 梁 和 一 根 交叉 构件 的 板 架 ， 

t. 计算 原理 

REBA HRR, УЕ, I y EP ICE, a 为 主 向 梁 间 距 ,了 与 
АЯ ЗЕ РЕ НИНЕ, ETZE bi: ао 回 沿 交叉 构件 方向 ,y НЕ 
ЕЯ ЗЕ ЖМИ КЕНЕ 02) ER 

ЕРУ Ж. БИТЕЛ ДЬЕ, ЖЕРД ж МЕНЕ У; QO) КИЕВ 
EAR, ЗИ R 25 Ro НЕ рш) ,于 是 在 外 荷 重 与 节点 友 力 共同 作用 下 ， 
有 











Ë RP 
9) -Y Ei (4-27) 





у= В 
АН 8 УЖИНЕ, PR НЕ. НТП 
ВЕНЕ рК ЦЕ ИН. ЫБ] ЖУ ЧОУ; НУНА) В Бу УЖ 
由 上 式 可 得 
Ё„= ЖТ; ~ Ве (4-28) 


АЈНЕК ОГ —Ж УП ЖН I Ка БИНЕ ди Р.а, ру 
册 交 叉 构 忻 的 弯曲 微分 方程 式 为 





Eli (g) = №. (2—29) 
将 (4-28) 式 中 的 №, 代入 ,整理 后 得 
ОЕ _ В Q(m) 
ЕП) + ав 069) => ` 
令 
k- Ei 
= ав (4-30) 





Q) 这 个 条 件 实际 上 可 以 放宽 , 即 主 向 梁 上 的 外 力 分 布 规律 并 不 一 定 要 相同 ， 
六 计算 证 明 , 当 集 中 力 数 肯 大 于 5 时 ,将 户 上 的 集中 力 用 分 布 力 代替 后 , 茶 的 硒 曲 要 素 的 误 盖 将 让 5%6 之 内 。 











{= BB : (=) 
Y 


z (4-31) 
则 得 
EY +ku= q (4-32) 
НЕЕ ARADEA, ЖЕНИЗ РАН Чр НИЯ, НЕЕ 
TEZE. ЖОНЕ ЛЕШЕ Ж ЖЫРЫК о (ж), АША ЖЖ i ЕШ ЖЕГУ А Б 
Л» ЖЕТ 


p= qo) (4=33) 
为 主 向 聚 在 节点 处 假想 有 一 个 刚性 支 康 的 支 反 力 3 
К-т (4-34) 
为 主 向 梁 不 受 载 时 作为 交叉 构件 弹性 疤 座 的 刚性 系数 , 则 
Rs= P- Коа) (4-35) 


FE: 3E 138 ЛЕГЕ PT БИ ЕЕЕ. 

ВЕНЕ EBI ,在 这 种 板 架 中 , 主 河 梁 一 方面 传 力 已 于 交叉 构件 , 另 一 方面 又 作为 交叉 
.构件 的 弹性 支 座 。 为 了 进一步 阅 明 这 一 物理 意义 ， 下 面 我 们 讨论 一 个 两 端 自由 支持 受 均 布 茶 
重 作用 的 主 向 梁 (图 4-32) ,这 时 主 向 梁 欧 节点 找 度 为 (图 4-32 b) 











о _ 
(a) f 
a Г z (b) 
= 
. Tor 一 一 一 (d) 
‚К, iR, 
(с) 
7 
R] 4-32 
5 QE 1 ЁЁ 
va) = gad Fi 48 Fi 
-lp Ё (4-36) 
(ш) = 18 (Р-К,)—рү 


式 中 五 = 48x 5Q/384, 
由 于 会 式 (4-36) 所 代表 的 主 同 浴 前 计算 图 形 为 图 432(8)， 所 以 这 表示 在 计算 Е 








АЧАЛЫ К 4—32(Ъ) 5 (9) ПЕР. BAERD En ENT Н Sal W nh А EJ EE АО 
HIE AMEI AAE Шире 32 ti E ШАН n rp A НГ]. ET АЛЕН 
中 为 卫 作 用 的 概 架 (| 图 21-33). I 





” С 











Es 4-33 


进一步 研究 图 4-33 т, ТЫ Р ЕЕК ЕЕ, 于 十 主 向 染 成 为 不 受 外 载 
的 滩 从 面 可 将 它 化 为 交叉 构件 的 弹性 支 座 ， 涪 性 支 座 的 柔性 系数 讨 接 图 4-33 b 中 的 情形 计 
算得 到 , 共 值 为 А. = ав Ei, 因 此 弹性 支 座 的 刚性 系数 为 KK = ag ЕР/Р. Бл 

这 样 一 来 ,交叉 构件 就 成 为 图 和 -33(c) - 
中 的 潜 ， 再 将 其 上 的 瑟 化 为 分 布 力 了 = 
Pla, PIEKE k ИЕНЕН, k = K/a, F 
Ea LAIAR TREERE, 如 图 
4-33 (d) 所 示 。 

和 解 党 性 基础 深 求 出 交 灸 构件 的 杰 曲 要 
Ж, 得 由 交叉 构件 的 措 度 去 算出 主 向 染 的 
FAM, RIR ЛЕНИ ВЕТ, 

BAER, ПИН УНИИ 
计算 步骤 归纳 如 下 ! 

(1) ЖЖ БИРЕЛ Е Ж ШИИ ЖИИ ЖЫШ ЯП Р; 

(2) ЖА (А31), (ЗУЕВ 9 ЧИЕ ЖЖ k, 

7063) НЯНИ НЕШЕ, 

(4) ААА НЮ, 

2. 例题 

计算 图 4-34 РНИИ EEA ОНР) ЕН СНЕ, КУКЕ], ЗВ 
《 般 侧 级 杭 ) 两 端 为 刚性 国定。 并 已 知 ; Б=1(4,1=6Ь,а = 1,4 = 1,1 = 121, ИЖЕ 
ЖЖ, 

N ТИШЕ FAA БЕГЛ ЕЕЕ ЖЛЕ ИЯ go, 是 主 向 梁 上 所 受到 的 总 荷 重 为 


1 1 | 
Q= > Чай = х6 рей = 








4-34 








ЖМИТЕ, 99 — Г НОЕ, ЖОР ГЕ {ЕН ИУ ЖЕ, "ГЕНИ 
《跨度 中 点 ) 的 挠 度 为 


_ 1 QP 
913.3 Е 





故 得 | 
В за 
БЕР ЗЕ bye ti ЕН 77 ВОВА 
т Вр 
"e= 768 ЕГ 
к 


-了 
P= 768 


ТЕЖ НЕЕ ХЕ ИЕ ЖИ 








ь8 Q 1 768 зай 
9- а "зв y Г 165400 
Ei 768ЕІ, ЕІ, 
k= Фа: Уха ВА ^ = 0.508 А 
ЭЛТ ЕЗЕШ ЕК Ж ЖОН 





_ k lol af 0.508 ЕК _ 
= Е 272 УахрЕРА 716 


应 用 第 二 章 $ 2-6 中 的 结果 ,对 于 两 端 删 性 固定 受 均 布 荷 重 作用 的 弹性 基础 梁 , 有 中 点 挠 
Ж. 


оф =- Lr1- pa] 
BAS E; 


q L: 
М = -g хи) 
У, 


Мұ = -É хи 
ЗА (и), XG), X.CG0 МЕН SK. Ч и=1.6 时 ， 查 附录 C 3 C-2d ñr 
得 / 
ф,(и) = 0,411, xiC) = 0,509, xali) = 0.591 
хона 
1.54 42 Ф 


оф = - + [1-ф,(ш)]= 0. w ET —(1-.0.411) = 1 "ЕТ, 





qL: 
Ми = рода) = д.54 410 1,720,591 = 7,58 q B 

#12 1 
Мая - 4 Xi GD = --ур1.54@Ь(101,)0,509= - 3,27 QÑ 


— 76 一 


Чан] ЕЖЕН h БЕ Jy a] yk (4-35) 计算 为 
Юн = 29 - аййр=а%—а[1- о,(и)1= afo (и) (4-37) 
将 9 Ж фи (и) 代入 后 ,得 





Ёт = 1.54. x 0.411= 0.6354. 
板 架 的 最 大 节点 反 力 发 生 在 最 边 上 一 根 主 向 梁 的 节点 ,在 计算 这 沾 节 点 反 力 时 ,可 假定 该 
节点 的 挠 度 近似 为 零 , 因 此 
Кэ =аЧ = 1,54 9 
ЖАТ ЇН ОИ КЕ ТЫЗ Н 35 БЕ, SH БИШНЕ Z АРА 570 77 РЯ. 


"54-6 ЗУНА 


ERRAR H ERR НЕА АТАСА АЗА ЕН ЕАН НГ, ЖЕ, M 
强度 观点 来 看 ， 船 底板 架 的 强度 校 核 远 较 甲 板 板 扣 与 能 铜板 架 米 得 重要 。 这 是 因为 按照 目前 
常规 的 计算 方法 ， 在 船体 总 强度 以 核 灶 就 需要 将 总 弯曲 座 力 与 船 底板 架 的 局 部 弯曲 应 力 在 级 
向 进行 应 力 合 成 。 但 是 由 于 船 底板 架 比 较 复 杂 ， 所 以 精确 的 计算 上 只 有 依靠 电子 计算 机 来 进 
行 。 然 而 另 一 方 而 ,从 目前 的 现实 情况 和 初步 校 核 或 设计 的 需要 米 看 ， 如 果 有 一 ,二 个 简单 而 
可 靠 的 手 算 方 法 , 亦 是 十 分 必要 的 。 本 节 介 绍 的 是 一 个 最 为 简便 的 近似 解法 ,我 们 称 它 为 “ 主 向 
梁 节 点 提 度 选择 法 ?@ 。 

1. 计算 原理 

考虑 一 个 多 根 交 义 构 件 的 船 底板 架 ( 图 4-35), ЕР НН, ЗКУ НИЕ 
‘ 底 纵 检 ) 两 端 为 刚性 固定 , 板 架 .上 受 均 布 茶 重 。 于 是 主 向 梁 的 计算 图 形 为 图 4350); 某 一 根 
《第 了 根 ) 交 叉 构 件 的 计算 图 形 为 图 4-35(®), В, 为 节点 力 。 











图 4-35 


我 们 现在 把 交叉 构件 上 的 为 R, 化 为 分 布 力 Юа, рин НБ ИЛЕ нух 
曲 微分 方程 式 如 下 ， 





Q 陈 伯 真 : 船 底板 架 的 近似 解法 ,* 船 谣 工 窒 ? 试 刊 第 二 期 ,1979 年 ， 





К, 


ЕГУ = 2 (4-38) 

Apon) 为 第 了 根 交叉 构件 的 措 曲 线 。 | 
现在 假定 

t (z) = Cow) (4-39) 


Җир С, ARERR фа) 为 某 一 2 的 函数 。 则 .上 式 表示 我 们 假定 板 架 中 各 交叉 构件 前 弯 曲 
形状 相同 ,因此 


К, =аЕГС Тв 
Р, =аЕГ Св!" (m) ] 
或 R =4EI Cp (в) | (4—40 
Р,=аЕ1,Сур!? (а) | 
由 式 (4-40) 得 
i= Cif, R, _ С, K, С _ 
=C h` С, у, R” Єл,” (4-41) 
ани, ДЕ ЗА RER ЕАН ЗЕ СГ A АНЕ 
№: 
Ë R Ë RE RE 
2; = В; 9р -Yj -E T Үз» B — Pss үр" (4-42) 
ATRA УЕ КЕ ШЖ; 0, ЕВ Ра j да ан A HE REHA 
ÉQ; Рин." AEHL IMJ Ю..Ю,.Ю., er 在 第 7 节点 引起 的 节点 接 讼 的 影响 系 
Ж. 
将 关系 式 (全 -41) 代 入 上 式 , 得 


_в,®Р CL RP Ch RB _ СЫ, Rh _ 
WPrET Ya СД, Er C CI Re Ys СД, Ei ~ 

















或 
QF С Сї, с RE 
= 8— Er -| va GT, 十 于 入 с + yjs CGL + 

яе 

C.I, C. I _ 

= уд С, + Yj CI, +Yis ея +... (4-43) 
m} 
p o RP 
= n Ei (4-44) 


这 个 公式 的 形式 与 一 根 交 又 构 件 板 架 中 主 向 梁 的 
节点 指 度 表达 式 (4-27) 完 爹 一 样 。 这 说 明 我 们 
在 计算 第 7 根 交叉 构件 时 可 把 所 论 的 板 架 当 作 是 
НН” 的 板 架 来 处 理 。 具 体 地 说 ; 第 
Е ij 根 交 叉 构 件 可 化 为 弹性 基础 梁 ( 图 4-36)， 此 弹 
图 4-36 ”性 基础 粱 上 的 荷 重 与 弹性 基础 的 刚性 系数 分 别 为 








4, = fi 9 (4-45) 
k= 222 (4-46) 

ЖЕШ ЕНЕ SHE Sana Tri Е К НО РЯ 
Фив = Piti- pp] (4-47) 
M= НЫ ш) (4-48) 
M=- АН” и) (4-49) 
№ = аки) (4-50) 

式 中 

= 了 тї; (4-51) 


НЕЕ, PX Xe Хи НЕНА КИНГ БЕ о 
并 且 第 了 根 交 叉 构 人 性 作用 给 松 架 中 间 一 根 主 向 滁 的 节点 反 力 可 按 公式 (4-37) 计 算 如 下 ， 
Вир =а4 фи (t) (4-52) 
现在 的 问题 是 ?; 公式 中 的 C; 还 没有 确 
定 , 为 此 研究 公式 (4-39) ,可知 
ССС = 0,1030, 
Е, C, 与 C, 与 Cs 之 比 等 于 主 向 染 的 
TARE b. Бр, ур. 在 主 向 染 两 端 
BHH SS HSE HEI T, RIYA 
假定 主 向 梁 的 搁 曲 线 为 正弦 曲线 (图 4-37) H 
设 











200) = А sin “t 


于 是 得 
С,:С,‹С,=ып =, sin ту : sin "03 


式 中 Yi ` Ha, Hs = 向 染 节 点 位 置 的 坐标 。 
这 样 ,公式 (4-43) 中 的 »; 完全 确定 ,并 可 改写 为 


1 
ру = Ch (РАС +уһС,1„ + y Cal +) 





> >; C.I, 
*= í 2 _ 
И С, (4-53) 


和 确定 后 ,公式 (4-45)、(4-46) 中 的 9; B k; 均 可 求 出 ， 于 是 第 了 根 交 叉 构 件 的 弯曲 要 素 








п Ды (Ч4—47)——(4—-50) ЖЕ], [н] рр A ДЕ КДЕ A A Е 
进一步 研究 证 明 名 ‚шт 3 ЖГНЕ НИЯ А (4-30, ЖЖБИ ОНЕШ 
梁 ) 的 弹性 基础 刚性 系数 k, 与 汤面 惯性 移 T, 之 比 为 常数 , 即 


ЎА = 产 = r= = pik (4-54) 
ВЕ Вт (4-51) f 81 ЖАН У ЫИ БК u, НЕ, 
ЕЕ, =. = W SE (4—55) 


МТ, Ж pi Xis Xa Ж, № ЕВЕ, 
并 且 由 公式 (4-46) 可 知 , у T; 亦 为 常数 , 即 
六 了 == {4-56} 
ЕТЕЙ ЖЕ, ОК Ш НИ ШЖ ВКР ре, МЕНЕ Z 8 PF 
р ВРНС КАБ K a), Bi 


а РЧ 1, * Г 1, 
р “Pi T, 7 -У: T 
或 
‚А 
ТЫУА (4-57) 
т 
> p C, Г 
у= — С (4-58) 
Ата иар 
Бар _ 
72 У ат = = «Мк лат 
或 
La ¿š - 
5 Таут, (4-59) 
下 而 我 们 道 过 例题 来 说 明 这 个 方法 的 计算 过 程 。 


2。 例题. 
计算 “ 庆 阳 ?号 第 三 货舱 船 底板 架 的 强度 (图 4-38)。 

BA REKE = 24,7511 9.9/,, ЯНИЕ = 19.01=7.6/ 
ЗОН a= 2,25m=0,91 
BEARABLE T = 6,98 х 10° стл“ = 1,73 Хоу 
І,=5,79х10%стќ= 1,431, L. = 4,71x 10%ст* = 1,18 I,; 
J,=5.75x10°cm'= 1,441, L =7,68x 10®%сїй*= 1.92 Го; 
助 板 的 断面 惯性 矩 为 = 4,01 х 10° сп“ = Го 





O 简单 的 证 朋 可 由 第 二 章 82-в 中 弹性 基础 梁 的 撞 曲 线 方 程式 (2-94) 中 看 出 ， 孝 有 疝 根 同样 尺度 , 受 均 布 符 重 的 弹 竹 
基础 梁 , 姑 由 方程 式 (2-90) УТА, АЛГЕ ТИН) олор = г = 4 Er м 和 AT еу 
睛 = 常数 时 ,才能 保证 这 两 根 弹 注 基础 巢 的 挠 曲线 或 正比 , 即 满足 公式 (全 39)， 





383 ЕЙ ШИЕ ГЕ 0. 

解 讨 分 以 下 步骤 进行 

(1) ВНИИ НЕ ИЖ С, 及 影响 系数 Yue 
在 本 例 中 ， 宝 向 梁 的 节点 位 置 见 图 2-39. 
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因此 


С, = sin Б: епо. 2175 0.6143, С, = sin 2: = 510.263 x = 0.9157 


пу. 


TH: ñ _ 3 - 
=500,53x- 1.0, C.=sin-; 


C. = si Га = 510,592 я = 0,9583 


C, = sin-“Z° = віп 0.797 = 0.6143 


在 计算 影响 系数 yo Di, ЛЕТИ HER RAER ñ 275 ЖОЖ Ж НН 表 
A—-2, №1 得 





于 是 可 算得 
p= 于 [0.79 x 0.21(1— 0.79*- 0.212)]= 0,00917 
闻 理 可 得 
Pia =0,01231, Prs = 0,01235, P = 0, 01128, Pis = 0.00670 
(2) Да 4-58) Р, RARU- HA Р.Р: 及 y; 。 在 本 例 中 


"= > ya C, T, = 0.0689 Г. = 
1 С.Г, 1.061 Г 0.0602 





$ 


从 而 
ПИ 1.731, 
Fe = у; I, 一 0, 0602 1.43 Г, 





MERRI PLY Ж у]. 
(3) (4-59) Ий и 


#= И. = 9.9% / T, 2. = 1,38 
2 V дай, 2 4х0.9х7.63х0.0602х 1.731 * 


《4) 计算 主 向 梁 的 影响 系数 六, 从 而 算出 变 叉 构件 一 ЕЛЕШЕ РНЕ О. 
对 子 两 端 日 由 支持 均 布 茶 重 的 主 向 梁 , В; 的 计算 公式 为 














в +) 
在 本 例 中 ,可 算得 
Bi=0.00807, P=0.01192, PB,= 0.01301 
В,= 0.01250, = 0.00807 
ТЖ 


_ 8, Q _ В, ай _ В; 
ўа у) а р, 





ç qI = 7.6 qi, P: 
Y; 


《二 -60) 


(4—61) 


(5) Берт, НЕВУ IH ЗЕ ЖИГ ЖЕ ДУ (4-41)-— (4-50, КН 辅助 函数 p (O 


жа хон) н, (и) 则 根据 求 得 的 н ЕН C Ж C-2d 中 查 得 。 
rR iB] = ир ЖЕКИ x< 52 g АГ Не (4-52) ВН], 
以 上 前 计算 可 在 表 4-1 中 进行 。 

















Ф 4-1 
I 
j 1; С, Calg | т Сита 7, | № а Мун | M; 出 N; в Ру 
1 1.737.) 0.6141 [1.0317 0.009170.00917 0.0802! 0.008411.0204{, —2.184Ё 5.9847 с ozgi ев 
2 1.43 70 0.9157 PENTA 0.012310.01617,0.0176 0.01192 1.246541 ~ 3.40410 17.2851 £. TR 0.668041 
3 1.18 fo] 1.0 1.1801 0.012350.0146/ 0.0884 0.013011.120416 — 3.06415 6. iig? 4.31413 0.543 
1.44 Fo) 0.9583 | 1.380 0.011280015876 0.0724 0.012504. 315710! - 3.682 Teigi 5.08 0.698212 





























i № |.08391;5; 





4 
в [1.9220 | 0.61431. 18| 0.006700.0079/;0.0542 0.0080Т'1. 132/10: 3.097 6.6391, 4.3578 0.601412 


1 
— — | — ——- — r ms saamFcrwaua 


(6) Я T RSS ИРЕН, ЭД Жр S 525 8 8 , Bb Н 
ЖЛЕ Su s КЕ E pz 7) УЙГУ МИР S 8925 ШЕ B, 
НИШ, SITAREA OERO Р ДЕЛА ИТИЛ ТИ ЖИК В 
《图 4-40), 所 以 为 了 计算 方便 起 见 ， КАКИН АЖИ А 
WE ЗУ : 








‚ N N bh N 
т ыу h WESSE h (4-62) 图 4-40 
_ h 
с=т 


Аир Я УНИИ, УНЫНИЕ, 2 f ARH RT PAA BU PHN Я, 

ЖЗ ЛЕНА ЖИ ЖОГЫ ИОН LERTE L bi pi 985 BIB: Wi 5 RE 9083825 ПН Ж 
持 并 受 均 布 荷 重 的 情形 。 如 果 交 叉 构 件 两 端 不 是 刚性 固定 而 是 弹性 图 定 ， 则 只 要 有 相应 面 定 
情况 的 弹性 基础 梁 的 解 就 能 解决 ;如 果 主 问 梁 两 端 不 是 自由 支持 或 不 受 均 布 敬重 , 则 只 要 能 假 
宝 出 主 商 汇 的 节点 捞 度 之 比 就 能 够 式 解 。 在 实际 计算 有 时， 如 果 我 们 积累 了 一 定 的 板 哥 计算 资 
料 或 者 根据 实际 经 验 , 那 么 合理 地 假定 主语 党 节点 挠 度 之 比 也 是 可 能 将。 如果 缺 乏 资料 ,可 建 
议 主 同 梁 节 点 找 度 之 比 就 采用 主 向 梁 的 节点 挠 度 影 响 系 数 B; Z I, HD R C,:C,:C, = В: 
PB:Bs 米 进行 计算 。 





= м 


4,1 BAT ЭЖЕНЕ ЫЫ KIEO H ЗЕ НЕ, ЖЕН ЖОЙАТ ИГЕ, Эз АГ [Н] Ж ЕБ ЙЕ, В 
RANSAGER ERI Т, = 1980 cmt, Г, = 51480 cm+, 甲 析 上 的 水 头 高 斋 取 为 0.8 ш ЗАУР, 
ВЕРУ У, 















Г 
š | 2. ТА ЖИ 2.75m | В 
c 






7an Li Гү] TT | 
Л ia Ао: 
пы п 


| ат EERI 
саа 4.2’ ERER SE, А,В,С Dk ARAE А,В 所 受 的 力 ,计算 时 
ЛАГ = Qa. = ©, h=h=ly=1, i= l= I,= І, | 
4,3 DAAE JEREC ARRE TAR, ПГ ЛЕК ЕРЕ ГОН ПГ 4,3” РЕЗИНЕ, AAE 
НИНУ И, 





ч э 


#4, 4° 





图 1.3° 


4.4 用 力 法 解 图 4.4" KALS 


ЖЛ 157, HERPA. EMALE rh, L. = 215 = 1, Igati, 
Isa = Г 4.5° Palos lps iaz l, n= а= Г, ysi, 
4.5 试 将 图 4,4" 及 图 4,3? 中 刚 奥 的 杆 1-2 化 为 具有 弹性 固定 端的 单 跨 梁 ， 计 算出 弹性 夯 定 岩 的 柔性 


З.Р ВЕЛ Р КИТ 


图 和. 
为 具 有 弹性 固定 油 之 单 绪 梁 ( 图 +4.6*b)， 计算 弹性 固定 油 之 刚 性 系数 
"32-4 单独 任用 时 的 刚性 系数 之 和 。 已 知 备 杆 之 长 度 及 断面 惯性 E 均 为 





图 4,5" 








4.6 将 医 4,6*(a) НЕЙ 
K ， 并 证 明 此 刚性 系数 为 秆 12 NH 
151, 
LT 试 导出 图 LT MERRE Bae Piq ME gak вазе з к =1/ (1+ ZED, 














上 
图 4,8° 


4,7 
4.8 将 图 4.8" НЯ 3-1 y 0-1-2 уги [ШЕ ЗУ ЖЕ ИЕТ Ж, ШИНЕ 0-1-2 унар. Н 


BU EKINI Е 7 В. la = Н = I, 


244.97 光一 空间 结构 , 烘 全 3 受到 两 个 中 间 刚 架 的 支持 。 已 知 刚 架 中 杆 件 的 断 商 侍 性 年 为 7 了 , 染 
0-30 ШШЕН A fedus las з= l, WE ОЗИНИН NESER TA RH PELA 


4.9 
和 2 ЖИ 
— 84 — 


р 


Bh 








э} 








04,9“ 





[94.10 


4.10 „10° Ф, УЛОВ, agg 1-2 的 的 力图 和 深 2-3 НН, Вя Р = 172,4 = 


РО ЕГ). 


4,11 В 4,11° о, 01-2 М 3-1-3 Ы ЯЕ Н, =l sl RRAZ 


Ma 0 э Mo {ЧИН ЕР 0-1-2 ВУЗЕ, 





图 4,11° 


图 生 .12” 


4.12 ЕЯ 4. 12° 由 之 的 单 网 架 , 些 刚 架 右 端 其 有 强迫 位 攀 4， 胃 架 中 各 杆 的 长 度 及 断面 惯 ВЕ а 


HIEL, 


4.13 АЛЛЕЯ 4.19 p ZARIE , 列 出 必要 的 方程 式 , 不 必 有 求解 ,已 知 了 加 吉 丁 的 长 度 均 为 几 


ВЕНЕ 1 ‚© =1.2 ql ‚©: = 1.5 а}, я = KOED, 








图 3.153 E 4,14° 


4,14 ZEA МР Н ЕДИЛ, ARDE 1-2 之 资 短 图 。 假 定 各 杆 之 断面 惯性 矩 均 为 1。, 弹性 支 席 


ША А-КЕ, 
4.15 RAIS ra БАС АР 1-2 ЖИ AA ETER AA 





ДЕ а. Калан а Тр, 





单 跨 梁 ， 求 出 两 端 弹 性 固定 端的 

















Е 4.15° 


4.16 设 有 一 板 架 寻 几 4.15, 试 分 别 求 出 再 向 梁 在 不 同 边界 条 件 及 载 疹 时， 交叉 构件 一 一 弹性 基础 梁 
的 计 工 图 形 。 计 算出 弹性 基础 梁 的 弹性 基础 刚性 系数 及 外 载荷 的 大 小 。 

(a) ТЕЙРИ ИШКЕ ЕЖЕ КАЕР go 

(h) EARP A Ж, ЖОЕ ЕВЕ i E Ei 

(e) 主 向 梁 疯 端 自由 支持 , 板 架 在 z=44 R z =8а ЗНА ЗЕН Р, 

(D ЖЕП РЕ ЕН ЖЕРБИ ДЕ x= 4а сево 的 主 向 染 上 受到 两 个 集中 力 卫 。 

(e) 证 向 漆 两 应 自由 支持 , 受 三 胃 形 分 布 的 荷 重 , 并 在 z= ба 的 主 向 梁 上 还 受 有 人 中 力 卫 的 作用 。 

(D 主 向 穴 一 湛 自 由 支持 , 另 一 端 刚 性 国定 ,在 自 当 支 持 端 受到 集中 力矩 SQ 的 作用 

© ч) 情况 同 (39), 但 z=64 的 主 向 梁 的 瞩 面 杏 性 矩 为 2i。 

417 图 4,16" 为 一 甲板 板 架 的 计算 周 形 ,此 甲板 板 架 在 纵 析 中 点 有 赤 柱 ， 并 在 4， 点 受 有 集中 荷 代 
PBA а= ,1=б.1,=121Ь1= 1154,31, А,В 点 离 航 侧 的 距离 为 1/4, 算 出 平板 纵 兴 (交叉 神 件 ) 回 定 
МГТ ЕЗЕН Е, 



































9 


























[| 4,16° 图 4,17? 


4.18 HFE ЛИЛЕ ЕЛ! АДО ЕДЖ НЯ 10 п, БОЖЕ) 1 m НЕ 2 5m 
BREME mo 4.17” O НИЯ АИ ЖАНЕ ORAE E 1 cm Ее р, ИРЕ 
自由 支持 , 板 架 上 受 均 布 薪 重 I0 М/сш ,试用 近似 法 求 此 概 架 中 纵 术 的 跨度 中 点 与 固定 端 断 面 的 弯曲 应 力 及 
ЖТ! ИШЕ, 

AR ARTEA ER 2 m , 扔 福 带 松 宽 为 ,由 此 计算 得 的 录 枉 断面 持 性 矩 及 肋 科 断面 答 住 矩 分 别 
J I = 10.838х 10° cmt,i=5,833x 10 сті, 

计算 结 乐 可 与 第 九 章 9-7 中 的 例子 比较 。 
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第 五 竟 位 B 法 


$5 位 移 法 原理 


1。 关 本 概念 

上 - 章 介 绍 的 “ 力 法 ”原则 上 - НЕ ЕВА E ЖЕ, НУ РЕНА: 
解决 并 不 方便 。 例如 图 5-1 中 表示 的 一 个 具有 两 道 纵 仓 辟 的 油船 宽 助 骨 刚 架 ， 它 有 十 蕊 村 
子 , 八 个 节点 ,大 一 个 复杂 刚 架 。 如 果 用 力 法 来 解 这 个 刚 架 ,我 们 需要 把 它 在 节点 处 切 开 (整训 
ЖЮ) 后 成 为 十 个 单 足浴， 并 出 现 十 六 个 未 知 弯 算 一 一 
71, 4, 5, 8 断面 各 有 一 对 相同 的 弯 矩 ,节点 2, 
3, 6, 7 ITL r= pA, 内 此 我 们 就 需要 
列 寺 六 个 方程 式 才能 求解 。 虽 然 事 实 上 由 于 刚 损 是 克 
АЖАЛ, АЛИДИН HARD- ЗЕ, НИВА 
多 。 方 程式 多 了 不 但 求解 内 玲 , 还 容易 带 来 误差 ,因此 
就 有 必要 评 找 其 他 方法 来 解 。 位 移 法 就 是 计算 这 类 复 
杂 刚 架 的 一 个 绞 好 的 方法 。 5-1 

所 亩 “位 移 法 ? ЕВЕ ТЕНИ ЕЖА. МИНИНА, 
我 们 先 仍旧 出 一 双 跨 梁 来 说 明 位 移 法 的 原理 (图 5-2). 

我 们 曾 色 指 出， 在 解 样 系 的 问题 时 ， 痊 是 把 杜 系 拆 为 姓 和 一 一 单 跨 妆 束 解决。 但 和 力 法 
不 同 ， 位 称 法 中 不 是 把 杆 系 拆 为 西端 自由 支持 的 单 器 党， 而 是 将 杆 系 中 答 杆 化 为 葬 端 刚性 固 
定 的 单 跨 潜 。 例 如 ， 对 于 图 5-2 中 的 双 跨 粱 ,我 们 首先 把 它 在 支 座 O, 10 2 处 加 图 ， 即 加 上 
抗 转 约束 ， 司 其 分 成 两 根 两 庙 刚 性 国定 的 单 路 梁 ,如 图 5—3(а) Дл. a hhi aw i) EE Bj ДЕ ВЕ 
跨 梁 锅 是 位 移 法 中 的 基本 结构 ,显然 此 基本 结 梅 不 是 静 定 结交 。 

















现在 米 比 较 图 5-2 与 图 5-3{a) 中 的 梁 , 可 以 看 出 它们 的 差别 有 以 下 隔 点 ， 

(1) 图 5-2 中 的 梁 是 连续 的 ， 支 座 0 与 支 座 2 t H Жүй. ЫЕ: КО, 192 № 
HKR ERA. ME 5-3(a) 中 的 染 在 支 座 0、1 和 2 处 被 刚性 周 定 了 ， 亲 而 在 该 处 转角 为 
零 一 一 这 是 二 省 变形 的 差别 。 

(2) 图 5-2 "9чи Ја] ЈС ПУ ЕЕ (УЕ ЧУ ЇН] ЖОК ЛЕШЕ A B НУ) КЛА, 
ВПС Г, ИЖИ 0 和 2 ВН ИВ, ЖОН ЛЕ. WE 5-30) 中 的 湛 被 分 成 了 














ШАШ ЕШИКЕ НЕ, СОБ E, 0-1 在 1 有 断面 的 弯 霹 和 梁 1-2 {к 1 Ж РАН 58 
然 不 等 ,并 且 存 4 Ж 2 МИР ЕСН, 

ТЯ, УТ 5-3 а) 中 的 村 的 受 力 与 变形 情况 与 图 5-2 中 的 这 一 致 ,并 把 图 5-3(a) 中 
的 两 个 单 路 梁 联 系 起 米 , ЛЕВИН 5-3(а) фотон ЛЯ, 1 端 转动 
ЯН в, МЫ 1-2 的 1 端 亦 转动 角度 个 ， 另 外 梁 1-2 的 2 端 转 动 一 个 角度 外 ， 如 加 
5-Е. 

М 为 两 端 天 性 辕 定 的 单 器 深 在 外 力作 用 F ЕШШ. RAWEA “Hg 
Ж”, ШЇ МУ 为 末端 央 性 男 定 指 单 蜂 梁 公 六 尚 定 端 发 生 转 角 而 引起 的 在 固定 端 断 而 中 的 硒 
矩 ,把 上 述 两 个 阶段 (网 5-3a БЫ, ЗЕ б, 6:, 0, 恰好 转 到 这 样 大 小 ， 使 得 梁 端 的 总 
НИИ А, MD 

对 支 座 0, ПНА 





М+М = 0 (5-1) 
ХРИ, Жз Т B: 
Mt M, = М, + М, (5-2) 
5] ЖЕЕ 2, FETERE 
М,,+ Maso (5—3) 


йн АЕ: ДН ЕЕН ЖЖ б, 0, 和 如。 求 出 了 这 三 个 转角 后 , 还 可 以 求 出 
ЯЕ АЯ ЛИУ, РЕ ЦАН ДАО ЯН ВГА; 

M = M + M (5-4) 
Ж, 

ПЕРОВА ЕАН, MTRT EEUE ЕЯ ЖК ЖИ СЕН 
ЛИ) НАЯ ОЕП ЛЕ бк РЕЗ Е, ЙЕН {у БОН”. 
XT ВИН ВНЕ ЙЧ ТЕКТЕ Е К Ж ЯУ Ду арау KRE A pO дЕ ЕА, В 
мей”, 

ТУ ЕЛ, ПЕОН NEIER 5-1 РУНА, С ААО H 
пев, ТР АГ НН. ЖОЕЛ РЕКА Е ЖАД К А РР] 4 ^, BREH 
力 法 计算 要 方便 得 多 。 

2. 位 移 法 的 符号 规定 与 基本 方程 式 

现在 我 们 把 位 移 法 的 公式 基体 化 。 

ТЕЕ ЖА ВИ, Ж ЖЕРЕН !49 7] {КПЕ ИЕ, ХАВИ М ТЖ 
结 杭 ， 不 稚 发 现 我 们 前 面 酝 单 跨 深 变 曲 问题 中 所 规定 ПО 28 ДЕ 15 ВУ УТЕ ЕШ ЕЖЕ HI 
He АП, EARR AHE R В 5-1 的 杆 系 中 垂 疝 布置 的 桩 2-8 与 杆 3-7 Wisa ig IE 
БУРАН, ЗЕРЕН ОЕ, ИНП ЕЕ ТЕ 
与 功力 的 新 的 符号 法 则 如 下 ， 

在 位 移 法 解 刚 架 时 中 , 令 z 方 向 为 杆 件 的 轴线 方向 , и ГАЗЕ РНН (wDy № FHA 
六 商 中 )， 央 我 们 规定 本 端的 找 度 与 y 辅 正 向 一 敏 时 为 正 , 行 端的 转角 顺 时 针 方 向 为 正 ; 杆 端 














© ATERT ENRETA SERSA. BERAR х, УНР 
B а ЕАН EIB, ДЕРИНИ WEA- RHH TEA 9522 thaya 
$ 




















ГЕН СЕ ИЕН ДЕ ИЩ) ВЕКЕ E, ЗВОДУ +R jg НЕ -- СВУ 
E, ЖЯ 5-4 所 示 。 以 下 就 按照 这 个 新 的 符号 法 则 推导 公式 。 





图 5-4 图 5-5 
(1) 固 端 弯 逢 位 移 法 中 的 固 端 亚 窍 就 是 两 端 刚 性 国定 的 单 跨 梁 在 外 荷 重 作 用 下 固定 端 
中 发 生 的 弯 矩 ， 显 然 它 可 以 直接 查 两 端 刚性 图 定单 牙 梁 的 窒 曲 要 素 表 得 到 ， 具 不 过 要 注意 到 
我 们 现在 新 的 弯 矩 符号 的 规定 。 例 如 ， 在 新 的 规定 下 ,图 5-3ta) ENAR Е ЕЕ ЕЯ 
都 是 负 的 ,在 右 端 都 是 正 的 ,其 数值 可 由 附录 А 表 А-4 Ф, BH 
TARNE 1 y _ 1 
Мы= - Туы, Mo= ~iz H 





ъ= Ph, Mu Pls 


(2) RRRA ERAGE: 位移 法 中 ， 两 端 刚性 固定 的 单 跨 梁 仅 因 固定 端 发 生 转 角 面 
引起 的 杆 端 弯 短 可 计算 如 下 。 
考 左 任 一 根 杆 件 i 一 了， 入 长 为 i;， 有 断面 惯性 矩 为 了 ;， 现 假定 强迫 杆 件 的 刚性 固定 端 分 
БЇ НД БАЛЕ 0, 与 96;， 于 是 丁 端 断面 将 有 与 9; 和 6; ПЕ М» ХМ, ША 
5-5 所 未 。 显 然 , 由 图 5-5 可 守 出 转角 与 弯 矩 之 间 的 关系 为 
@ = М _ Mls 
ЗЕ. 6El, 
_ Ми: Mida 











n=- El; 6 El; 
HIERA ИВ 
КА А h 
ме 


(5-5) 





М’. = 2ЕГ. à + 4 ЕТ, 0, 
М bss у із 


ЛЕНИН RE RATI КНЕ ЕРЕ y rk. ЛН ЗЕ 5-30) rr By aE, ЦРТ 
得 到 





мъ ө, ЗЕ g, м. 2а g, АЙТ g, 


h 


Mi= AEn g 51% o, Mpo 2а 0, Аад 
и ії 1: 14 


f РЗ нд А ШЇ E КЕНИ НЕШ ЕЛЕ ЯН $F ЭҢ ЗЧ У. WN; ЯМ, 分 别 
HATE- LE ДН МИН WU u IJ F, РАЛЕ g E ВУ ET 25 E АЈ 


关系 式 为 





(5—6) 





(3) 杆 端的 总 弯 守 :位 移 法 中 每 一 杜 忻 的 标 端 变 矩 为 周 端 次 扯 与 杆 端 发 生 转 角 而 引起 的 
ЕЕ, TAIE HR i- j Ж 
Ms= Wat Mi= М, + 0100.3 ЕП 0, 
la 





-ij -8 + Ely 0; 
ii 





aar Manit 


因此 对 于 图 5-2 中 的 梁 ， 
M = 9. +- ТА 8, s 281 д, Мы = + 2 ЕГ. ba 4 Ela Ја 9 
01 РИ і ! 9 12 do Шү 


01 








М„-- Phi y 4B1 g „Ёк р M = Різ. ФЕ әр АЕ р 
? Ls і, 8 za 1: 

° (4) рарга. 在 前 例 中 用 来 求解 

| 灯 知 转角 的 方 保 式 (5-1), (5-2) 05-3) ЭН 

了 中 各 节点 过 矩 应 该 满足 的 方程 式 ,其 中 对 某 端 点 0、 

0 Me ЖИРА, ЗН $ 


ч) ( =) (— НЕОН НИ 
т, 此 式 将 变 为 М..+М,= 0), {ПЕК A 

















Ма sor 
Ух“ 节点 弯 矩 平衡 方程 式 ， 它 们 应 对 结构 的 具体 情况 列 
出 ， 在 一 般 情况 下 , 设 刚 架 中 第 i 个 节点 汇 交 着 s 根 
杆 件 (图 5-6), 则 此 节点 的 弯 害 平衡 方程 式 为 
š Ма+Мь+Ма+- +M. =0 
图 5-б А-Я ЛЕЕ, af 48 
2 ЕТ. 2 ЕТ ... da Ла Tal у pdo. 
T, 0, + m 0, + +4E( 7. + Т, + T, +e гт )6, 
+ 9+ (М. +M +M +. +М „у= (5-8) 
{= 
E 
_ Z, Го 1 . Г. 
k = 4 Eà t t Tt +1) в 
5-3 





— 9) — 


出 可 将 (5-8) 式 改写 作 ， 
kabit kabite + в +&,,б,= М, (5-10) 
对 于 整个 结构 。 如 果 有 天 个 节点 发 生 转 动 , 则 将 有 如 下 之 节点 平衡 方程 式 组 
天 Di 十 下 
kabi t kaaba + h, Ü, ++ kanla = M, 
Бб, брз bs = М, (5-11) 


к, + кы, + бб +. +Ë é B. = М, 
ПА Хе”, КОЯШ 05-0) НА, = Ё;,, 故此 方程 式 亦 是 一 正则 
方程 式 。 
对 于 图 5.2 中 前 双 跨 梁 , 节 点 平衡 方程 式 为 
алм + т = 15 Qh. 








ЕІ 4ЕІ A EI, Е p lp _ 1 
7 0,+( r + 2% Се 05- Plam Ө, 
= Ü 十 21 0, = Pl 





可 用 来 计算 节点 转角 。 以 上 的 方程 式 (5~5)，{5 ОЗОНЕ, 

з. ЕН ИРЕ 

综合 上 述 ， 现 将 位 移 法 计算 不 可 动 节点 复杂 刚 架 (或 在 刚性 支 座 上 连续 滩 ) 的 一 般 计算 步 
НР. 

G) 分 析 铺 构 的 节点 ， 看 一 下 有 几 个 节点 可 以 发 生 转 角 ， 从 而 决定 用 个 未 知 数 。 一 般 
来 说 ， 在 结构 中 除了 本 身 就 是 刚性 固定 的 节点 ( 即 刚性 固定 端 ) 以 外 ， 其 余 的 节点 者 可 能 发 生 
转动 。 疏 车 绩 移 前 节点 总 数 为 入 ， 被 刚性 固定 了 的 节点 数 为 Y+， 则 未 知 数 的 数目 为 n=N ~ 
*。 在 结构 分 析 中 常 将 结构 节点 的 独立 位 移 数目 叫做 结构 的 “ 动 不 定 (Einermmatic indetermin- 
ancy) 次 数 ”， 于 是 在 位 移 法 计算 中 的 米 知 数 数目 等 于 铺 构 的 动 不 定 次 数 。 

(2) 然后 设想 在 可 能 有 转角 发 生 的 节点 处 全 加 上 抗 转 钓 东 ， 这 样 结构 中 各 杆 均 成 了 两 端 
刚性 固定 的 单 跨 梁 ,计算 这 种 梁 症 外 力作 用 下 的 村 端 弯 矩 即 固 端 弯 矩 。 

(3) 假想 将 加 固 的 各 节点 强迫 转动 ， 使 发 生 转 角 、B、8s、…、 抽 , 按 公 式 (5-5) 写 出 
各 杆 因 畦 角 而 发 生 的 丁 端 变 矩 ,并 按 公式 (5-7) 写 出 各 杆 的 杆 端 总 弯 矩 。 


в 
t 
НЫ ! M.I 
| f A 
! 


图 5-7 
(4) X] ЖЯ ЖП SP A SE TAS EFATE, W РИЗАУН (图 5-7), 
如 果 它 是 自由 支持 的 , 则 在 该 处 列 弯 抵 Ma0 Jy Bbk BIB E E SE ERER, ШИКЛЕ 
平衡 方程 式 为 
Maz- 2-6, (5-12) 











Н а ЖУЙЕА ЗЕ ҮЕ Ж M. 
(5) 解 弯 答 平衡 方程 式 组 ,得 0 .0 .0 …、 9， 于 是 可 接 公式 (5-7) 计算 各 杆 的 杆 端 弯 
m, АЛЕН Е ЕЩ ЖЖ. 


q 











А Г 4， 例 题 
| | 1 I І 用 位 移 法 计算 图 5-8 中 的 等 断面 双 跨 梁 
— ! | “( 即 前 一 党 中 用 力 法 算 过 的 例子 , 见 图 4—6), 
和 解 ” 先 决定 洲 知 数 的 数目 。 这 个 双 跨 染 有 三 个 
图 5-8 т (ЖЖ), ATE 0 为 刚性 辕 定 , 6,= 0, WR 


知 转角 数 日 有 两 个 ， 9, 与 0,， 于 是 假想 在 支 座 1 与 2 处 加 两 ， 使 原 米 的 双 跨 聚变 成 两 个 两 端 
ИЕ У, УСК, НЫЕ У 

Мо о М. = lof 

М, = 12 gi, Мь 12 gi 


с 1 = 1 
М,,= - =. 1, M. = -ql 
н iy ай, Ma gr 


再 计算 因 转角 0, 23 0, БЕПНЕ ЛӘН. 


1 ЕІ 


МР, Mi= Г - 0, 
Ма APL ө, 2P ө, Mas 221 ga АЕ ө, 


ЗАРЕ ТЕ ИНЖ ВИНА, АЖИ I, 有 
Мо М+М + MI, = 0 
对 支 座 2, 有 
M, + Mi = 0 
将 求 得 之 固 端 弯 矩 及 转角 引起 之 杆 端 弯 年 代入 上 两 式 ， 得 











а! 0-1 g+ 11 6, + 2 өш 
二 + 
经 整理 后 ， 得 
s EI б + 281, о | 
ФЕТ, AFL 1 n 
Tt 59 
解 之 ， 得 
в. = 1 gË ОТ gË 


168 EI? ° 42 ЕГ 
求 出 了 4 50,35, а ДД (5—7) НЕЕ НГ: 


— 3 
Ми=Ми+Ми=- 5 д + 21 збх = -~-= -0,0714 qË 








~ ' 1 2 АБТ . qË _ 3 2 "x 
Mu=Mot Мь= 592+ 77 1687 = 58 gl? = 0.107 gl 


_ Е 1 AEI gË EI gË 
= Мо — 1 ар 2.98 2ЕТ, а", 
М = Mi, + Мы Тан Г РЕ 





= 一 S 2 一 一 了 
2 qi 0.107 а; 


— n 3 P 3 
= 有 





所 得 的 弯 怎 值 与 上 一 章 中 用 力 法 算得 的 数值 相同 。 И 
2 计算 “ 庆 虽 ”号 第 三 货舱 助 骨 刚 架 (图 5-9), m 
出 肋骨 刚 架 的 弯 些 图 。 马 知 数据 如 下 ， 0 
ЕНА А=6.61=2,2Һ, Г = 4510 0 с11* 
= 6,8 Г, 
НОВЕ he=3.0m=/, Л. = 6655 сп = Го 
下 甲板 横梁 Ь,=6.6ш=2,2 4, da= 8600 сп! 
=1.29 Z, 
рр ¿¿ =8 1 m=2.71, Ia = 25200 сп 
= 3,81, 
q = 44,15 ЕМ/т=24., Фф = 22.07 КМ/т = Q 
4, = 81.72 КМ/м = 3,7 q, 
М ”计算 分 以 下 几 步 进行 。 
(1) 确定 未 知 转 角 的 数目 :本 俩 中 除了 节点 4 是 刚性 固 JI 5-9 
定 没 有 转角 和 外， 其 余 四 个 节点 9、i、2、3 在 计算 过 程 中 都 更 把 它 固 定然 后 强迫 转 动 , 因 此 未 
知 转 角 有 四 个 , 即 0,. Ois 6. #6. 
(2) НЕЕ, EWR E 4-4， 可 得 杆 0-1.1I-2 和 2-4 在 外 藻 重 作用 下 的 固 端 弯 矩 








为 
жт т 1 ‚ 1 
Ми=-Мь=- уз 9:0 = 22 q (2,21 = — 0,807 412 


М> = — 5 Ihs — 0.0333 4 


l. 
30 
M., = е5 90, = -ak = 0,05 4/2 
НЯМ, 5 Мо В, 24 БАНИ ШЕЙШ ИЕ ЕЛЕЙ ЖЮ НП: 
Ми= - 1. phi- (4,-4,) 好 ,= 一 1 (2.714)? 一 -2T q (2.7 1,)° 





12 30 12 
= – 1,262 9, 
Ha- ар +1 (аа, = А ел 4.02.71)? 
= jg шу 12 20 
= 1,590 4% 


(3) WPA 0. 1, 2, 列 平衡 方程 式 ， 操 公式 (5-8)， 这 四 个 节点 的 平衡 方程 式 分 别 为 


4 El Ü, + 2ЕГа 9 +Ми=о 
do ly 

















2 ЕТ. 0, + 4 ( їн + В 


Ш DL 12 


в, + Еа 9. +М„ + М = 0 


І, 

Чы 
‚2 ЕТ fe ү La, Г, 2 ЕГ M М. = 
ое taE( уи + |. т )®+ тъъ, = 0 


1 „э 


> E L., 6, + 4 Ë L,, 0,= 0 
їз las 








Ta а 09 - ss = 
PL =3,09—7=, 79-5 т = 0.586 


ЕЖЕ Ми, Mi, Mi. М. М, ЛЕХА 





В 
12,40,+6,20,= 0,807” 


ñ 
6,20,+16,40,+20,= — 0,774 Er. | 


= Ф, 
20,+11.98 0. +1.1728, = 1.212 ЕЛ, 


1.1720, +2.348.=0 
解 此 方程 式 组 ， 得 
= qh = Qi 
a= 0.1187- д, 0.1074 EF 


ER’ 
43 — Qh. 
9. = 0,1261 ET ° 9. = 0.063127. 


ED i ЛУ ДЕД АГА ОНИ К ЗН Пу Л ЕЯ 5-8 TERNIR o 
(4) HARGAR S E: 


Ми = Ми + 4 El 9, + 2 Ela 0, 
la do 





=(—-0,807+4х3,1х0,1187—2х3.„1х0,1074)0%= 


Mu- 2000 Elu g 


= (0,807 +2x3,1x0,1187-4XxX3,1X 0.1074) lk 
= 0,213 @%= 12,38 Мот 


Мь=Мь+ +66. + 2110, 
12 


-c-o os 4х0,1074+2х 0,1281)4й = — 0.211 Ф 
= - 41.98 EN/m@ 
2 ЕІ, a + А ЕТ АЕТ, _ 8, 
Аһ ШЕЕ 
= (0,05-2х0,1074+4х0,1261)958 
= 0.339 а%- 67.39 KN.m 


-at 


Мь= Mat 





Ф Мин Mu гакта, аня, 





— 95 — 


= (40.585 0.1261- 2x 0,586 x 0,.05 IIG 0.222618 ` 
= 44.03 KN.m 


M,= M, +-* Dia f =(-1,262+4x1,41x 0,1261) QË 
24 


= — 0,551 4: = ~ 109,42 KN.m 





Му = #1 9. + “#1 0, 
23 23 


= (2x 0,586 х0,1261-4х 0.586 x 0,0631)g, = 0 


NM, = М. EE 9, = (1,590 +2x1,41x 0,1261) фй 
24 


=1.946 4.1 = 386.51 КЕМ т 

(5) ИРК ЕР, ШЕН R KRASNA. ЖЕГЕ 28 № 25 Е 
图 。 所 时 我 们 仍 把 各 证 当 作 受到 相 诺 外 荷 重 及 杆 端 变 矩 作用 的 自由 支持 的 单 跨 梁 来 考虑 ， 最 
ЛАЗЕ НА ЕИ ААН РА. ЛАТУ ЕЕ НЕН, РНР РЕ ЕВЕ 
Бе 5 М У А PEB qi ВЕКА), П. ВЕ, AREAN 
ЗАЧ ЕУ ЕТЕ, ЛАНО $A bi F ВУЗ. 

ЖЕРШ ДАН ЕТЕТ 25 ЯЕ ЛГ НН ТЕ ЧИЛИ ЗД С, ЕТ 5-10 АЈАЗ ЯН 3) „Е 
ЯН УСН У ИНН ЕЗ РН ДЕН Ж, ДЛЕ Е ЕЛЕ ГЕО] ИГЕ ЖЕП. {ЕШ 
5-10 P FIFRE A m T ЖЯ ШИЛИЛГЕ E | 


219.15 





4 


图 5-10 
FEAN KN- m 


最 后 需要 指出 TE ME P AR E E E A ER LARI F ПЛДЕ НН E RERS „ШЕЕ ET 





ИЕ НЕ Ж, MERER E ПЕ ЛИЕ Е Iy И 
ОАО ЛЕН 3k и Нн ЖЮ — ЕМНЕ B h Ei. ИЕН 
的 М” RF, ЕЕ НЕ Ж ШДЕТ ЖШ ТЕВНО T МНЕ АА На 
阵 法 相 -- 致 ,所 以 未 采用 这 个 做 法 ,而 在 5-3 КНР НЕ ШЕНЕП ЛИДЕН H 
端 采用 了 保持 原状 不 加 国定 的 做 法 。 


$5-2 位移 法 在 杆 系 结构 中 的 应 用 


应 用 位 移 法 ,不 仅 可 以 用 来 计算 不 可 动 节点 的 复杂 财 架 或 连续 轨 ， 刀 可 以 广泛 图 末世 他 

各 种 类 型 的 结 称 计算 。 在 本 节 中 我 们 将 进一步 讨论 用 位 移 法 计算 其 他 结 ИИ 
ВОЛЕН, iah л а Л А. АВАКЕ РТ ОНЫ ЛУ НН 
ан нен 


j 





+ F 一 T 法 与 有 限 元 法 都 古 用 的 位 移 法 。 

“L p-n | 为 了 解决 一 般 的 问题 ， 我 们 党 来 补充 一 个 位 
1 T>- i ВИА, ИИА 
и EERTE СЕУЛЕ ЛЕ НАНА 

Ie 


ми — 考虑 图 5-11 PAR ERER EER 
分 位移 法 的 基本 结构 中 的 某 ,很 丁 件 ， 现 设 此 洪 的 
ЕН Mi А RARE CE) o, 及 5;, 我 们 要 求 梁 
9: M00238 533, 

事实 上 ， 这 个 问题 的 结果 在 第 二 章 $2-2 中 已 经 算 好 ， 在 S 2-2 中 的 例 3， 我 们 曾 计 算 
了 两 端 刚性 固定 的 单 跨 梁 当 梁 的 右 端 相对 十 开端 发 生 位 移 A 时 梁 端 的 弯 旧 与 前 力 的 公式 《中 
第 二 章 公 式 2-32 和 2-33)。 把 它 应 用 到 位 移 法 中 , HEI R НИНЕ, J 

仍 设 М, My R Му, М 9383838 088 ШЖ ЯЗ] 80925 S AW MA 

М=М= - ВА 





r 12 EL, N , _ 12EL,; À 
NO 


将 所 得 的 公式 用 于 梁 尊 端 分 别 发 生 位 移 ax 与 0; 的 情况 ,只 需 特 上 册 公 式 中 的 A 用 (5 ~ 9.) 
КА, А 








М’, = ие р эрге р 
Ми= ‚Жз. : б 21 и, 
K 
， 12 ЕЛ, 12 Ef,, 
No "| 


, EL; f I 
N: = ~ HT - D, + 12 Bla af 


FEE ERE F, Wa TAERE a НУ R G SA Кра 55 Бнр 
Я (5-3), (5-9) т, HAIRA ER piy EIE i- j A ba Е Е zl s gr 





端 这 矩 与 前 力 的 公式 如 下 : 


4 621 











Mi; = 3 gt- Hp 2224 -0,- Sloy, 
і} 
(5-13) 
М”, = FA 9; + Е, U; + AEL" 8,-— СЕТЬ, 
t HE Fa ls Г), 
N; =$ Ele 0. + 12 кн р + 594 0;- 12 Ela y, 
17 i} 
(5-14) 
мс 2 5 Еа g- BEL, в ЕЈ, p, Elo y, 
? Р; * б; TRA б; 


公式 (5-13) 105-4) CEREAN E 

有 了 上 而 的 公式 之 后 ， 下 面 我 们 通过 例题 来 说 明 位 移 法 在 各 种 结 拘 中 的 应 用 。 

т 用 位 秘法 计算 图 5-12 th 2 W ЖЛЕ ШЕ, EPB ЕАН Эу 21, ЯА 
БЕТТЕП ВЕНУ Г, йи д Дыр Р, ЖЕҢЕЛЕР 21, 

М 图 5-12 中 之 举 梯 形变 断面 梁 是 一 个 单 跨 梁 ， 不 是 杆 系 ,但 是 我 们 可 以 把 它 当 作 是 由 
两 要 等 断面 浴 1-2 和 2-3 连接 想来 的 “ 柱 系 ?来 处 理 ， 只 不 过 这 两 根 等 断 而 闪 在 连接 处 没有 文 
JE, 

ЖТ ЕТЖ Bu pit ПЛИЗ ВЕ, ERRAR H, Е 2 和 3 АЮП. tE 
ERARA ИШИП EE КЕ y ИЯ 1-2 及 2-3, ETIE, 可 以 把 它 看 作 是 作用 在 梁 1-2 
上 ， 亦 可 以 把 它 厦 作 是 作用 在 梁 2-3 上, 现在 假定 把 РЕНН 1-2 上 ， 于 是 就 得 到 图 5- 
13(a) 中 的 基本 结构 。 











(b) 


[ 5-12 图 5-43 


ЗАИР i ЕЗТН НЕЕ {К А. Е ЖЕ ЕЯ F £: 
点 2 不 但 有 转角 还 有 找 放 发 生 。 因 此 在 用 位 移 法 求解 这 个 问题 时 ， 为 了 使 图 5-13(a) 中 两 个 
梁 的 变形 与 原 米 的 粱 一致 ， 就 必须 强迫 梁 1-2 的 2 за f 8.， 同 时 义 发 生 找 度 出 ; 相应 
的 梁 2-3 的 2 端 亦 发 生 转 角 0. ЛЕВ о, ER 2-3 的 3 端 发 生 转角 0, WME 5-13(p) 所 
示 。 这 样 一 米 ,就 将 有 两 个 未 知 转角 ,一 个 未 知 找 度 , 共 三 个 未 知 位 移 。 

要 和 解 三 个 未 知 位 移 ， 就 需要 三 个 方程 式 。 先 米 看 其 中 两 个 方程 式 ， 它 们 是 在 * 支 座 " 2 处 
ПАО РА СЛЕЗ 处 的 普 矩 等 于 沁 的 方程 式 ИМ КЕННИ Е ЗЕЕ 
DERTIEN RGE, MiS; M 代表 梁 因 固定 端 发 生 位 移 (转角 和 抄 度 } 引 起 的 
FTIRA AE , 则 图 5-13(b) 中 的 梁 1-2 在 2 ЖЖ 

М.у= Ми + Ми 

















Ж 2-3 在 2 ИУ 





Мы = М+М, 
ТИШИ 2 ARRA ET EAA 


Ми+М,„=0 或 Mat Mat M,,+ Mp=0 (5-15) 
间 理 可 得 支 座 3 处 弯 矩 等 于 零 的 方程 式 为 
My + Mss = 0 (5-16) 


现在 来 研究 第 三 个 方程 式 。 册 于 原来 的 梁 在 2AB A BE РА ТУУ J MAYS, 
Ë) 2 断面 左边 与 右边 的 前 为 大 小 相等 方向 相反 О. WERNE 2 处 固定 了 , 并 拒 原来 的 粱 分 
成 了 两 根 ,这 两 很 粱 由 于 外 力 及 支 座位 移 的 发 生 在 断面 2 处 的 剪 力 不 一 定 相 等 ,为 了 使 它 与 原 
来 的 梁 在 受 力 上 一 致 ， 就 必需 调整 支 座位 移 的 大 小 使 它 满足 2 断 凋 前 力 平衡 的 条 件 。 
设 N 代表 两 端 刚性 固定 的 梁 因 外 荷 重 在 梁 端 引起 的 交 力 ， 称 为 “ 固 端 部 力 ”， 入 ' 代表 
梁 因 固定 端 发 生 位 移 ( 转 角 与 找 度 ) 引 起 的 梁 端 的 前 力 。 则 梁 1-2 的 2 ЖЖ 
Na = N. + Nš. 
Ж 2-3 的 290801715 
= 





因 调 2 断面 的 剪 力 平衡 方程 式 为 
М.+М№=0 或 АММА, = 0 (5—17) 
联 谤 求解 式 (5-15)、(《5-16) 和 (5-17)， 就 可 以 求 出 转角 0.、0, 及 挠 度 д, 
ТЕЖА, ИН ЛУ 
M, = M,,= M,,= 0, М, =-Р, № = М =0 
ХРАМА (5-14), 1] 








8. 1 0, + HEL o SEL, 





, SEL b+ EL Das М» 


将 以 上 式 子 代入 公 武 (5-15)，(5-16) 45-17), 14 











Eh ĝa- ӨР nat TE бо, 0,=0 | 

2Р1 в.а Ё 0-0 | 

-р-.% 1 9. + 12 E. V, + 81 9, + ры v+ -SA s-o 
计 及 六 = 2 7， 经 整理 后 得 И 


00,+6,- 222.20 


32, 


9.+28,+ 7 


-= 0 Н 


180. PP 
-= 30, + š б, + А _ 一 > ЕТ 





pi 








Ф НЕА P JHH; 1-2 Е, АЕ "ZAU 2 E, ВР 2 ИИ ЕАН, 如 果 我 们 假定 
РНЕ 2 Е, ШИШ ZRA inti P ARRETA. НХ ЭРИНЕН НЫЗ БЕЛОН], 


和 解 之 ， 得 




















刚 架 的 节点 2、3 除了 有 转角 69， 


#5. 





сир соно 
Ее 50 050 
RT 6., 0, 与 n, РНИИ 

M, = M, + М» УБ. 0. б v= 0,445 Р! 
M,,= M., + МА = 9, -= SEL -P= ~ 0.278 PI 
M., = М+М; = ABI g, SED u, ЖЕР в, =o, 278 Рі 
М = Ñ i + Nt, = SEL 8,- 25L D, = = 0,722 P 
Nas Ñas Nis -P = 6 ра REL = — 0,278 P 
N.a = №. №, = za 0, + 281, + SEL g,- 0.278 P 
М=М= - ЁГ o,- EL „_ SRI g,- 0.278 P 





所 得 的 结果 与 第 四 章 $ 4-4 ПЛО A РЕЖ ЖЕК E НОА ЕН ОЈ, 

例 2 用 位 移 法 计算 图 5-14 中 的 可 动 节 点 刚 架 , 刚 架 各 杆 的 断 疝 惯性 矩 均 相 同 。 

м ”这 是 一 个 可 动 节点 的 简单 网 架 , 刚 架 在 外 荷 重 作用 下 将 发 生变 形 并 疝 右 俩 移动 。 因 此 
9, 以 外 ,还 有 水 平 位 移 发 生 。 若 认为 刚 架 的 杆 件 只 有 咨 曲 不 


可 压缩 , 且 变 形 很 小 , 则 节点 2 与 3 的 水 平 位 移 v= u =z。 这 样 一 共有 三 个 玉 知 位 移 : 0..0: 


为 此 在 计算 时 设想 在 节点 2、3 处 加 固 ， 并 使 发 生 上 述 的 转角 与 线 位 移 , 再 列 出 三 个 平衡 
方程 式 求 解 。 三 个 平衡 方程 式 中 的 两 个 就 是 节点 2 与 3 的 弯 矩 平衡 诺 程式 , 即 





—— T+ 








图 5-14 


MM + =0 
Мы + Му, = 0 


一 100 一 


# l 





第 二 个 方程 式 就 是 水 平 杆 2-3 的 平衡 方程 式 。 

为 了 研究 杆 2-3 的 平衡 ， 将 杆 2-3 УР 1-2 ЖИ 3-4 ДУСЯ 5-15 0), 可见 杆 2-3 在 水 
平方 向 要 能 够 平衡 , 则 由 杆 1-2 及 杆 3-4 作 用 给 它 的 力 To 与 了 ss 之 和 要 等 于 零 。 ВТ, + 
Ta, = 0, 8) Ta 与 杆 1-2 在 2 39889 Na 大 小 相等 方向 相反 ; Т 与 计 3-4 在 3 端的 
前 万 М 大 小 相等 方向 相反 , 故 水 平 杆 2-3 的 平衡 方程 式 将 为 

Ni +N. = 0 {5-20} 
BEA PRA y Bf Jy УИ КУН, П д ВУ J ЕП КЕЗИТ ЕЕ н ES D 2.9, 
ШП 
Ч. + 121 6. - БЕТ р 





M, = M, + Мз = 














, 了 Е , 了 T 
М»=М„= tE bt? EI б, Mss= Ms, = 2Е 8, + 1E 9, 
, i Е 
Mu= М = АЎ g,- SEL EL 
Nas N. + М = _ 4 _ 6 ЕР Ü, + 12 ЕТ b, N,,= № = _ 6 EF a + 12 Е1 y 
2 Ë Н Ë {* 
代入 公式 {5-18)、(5-19) 及 (5-20) 中 ， 得 
3 
9, +68.- 6-7 =0 





aep ФЕ 
60, 60+ 24-7 =— T | 
解 之 ， 得 
1 
"80 Е’ °° 240 ЕГ’ 32 El 


TETA НН ЕР Е ВУЛ: 

















M= -a 2Е1 0,- ЕІ p= -0,246 qË 

M, = + ы 9, — 6Р1 v= - 0,054 qË: = -My 
Ми = РІ p, s 2L o= 0.071 q= ~ Му 

Mas 221 0,- SEL p= -0,129 qË 

Ni, =-. g +601 в,--15 у= -0,8 q 

N = g ы р 2p = - 0.2 41 


Ф 图 5-15 中 来 画 杆 入 3 РАВУ ара, 
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Е] _ 
N,, = Q gya (+ б = 0,0625 9 = -Nas 

Ji El 
Мы=- бт в, + 12.8 


-0=0.,2 = – Ма 





Из 用 位 移 法 计算 图 5-16 中 的 交 及 党 系 КАЖ, МА == 2 т, „== 
2.511; {== da= I, = 11200 ст“; P=80 КЕМ, 





ЕЧ 5-17 





М ”在 用 位 移 法 解 这 个 安 叉 梁 系 时 ， 我 们 可 以 在 支 座 1，2 和 3 处 加 固 , 合 结构 成 为 四 根 
刚性 国定 的 单 跨 梁 (外 力 三 假定 作用 于 滁 1-2 Е), 于 是 得 到 图 5-17 ру, 然后 再 
强迫 相应 的 梁 端 发 生 应 有 的 位 移 。 

一 艇 来 说 ， 半 这 个 板 架 我 们 需 强 迫 梁 1-2 的 1 PW ЖЕ b Ж 1-2 与 梁 2-3 的 2 端 共 
МАЕ 0., WR 2-3 的 3 端 发 生 转角 人 人， 梁 4-2 与 梁 2-5 МИН, ИМ 
1-2, 2-3, 4-2, 2-5 的 2 端 共同 发 生 挠 度 办。 这 样 总 划 将 有 五 个 位 移 , 就 要 列 五 个 方程 式 来 
求解 ,这 五 个 方程 式 将 是 : 

深 1~2 在 支 座 1 处 这 上 矩 等 于 零 的 方 称 式 

Мет М = 0 
Ж 1-2 11 2-3 E 2 ИШЕНСЕ УТЫЗ, 
M. + Mj + Ms t+ Мз = 0 
Ж 2—3 ТЕ ЖЕ 3 ЕН р, 
М+М = 0 
Е 4-2 和 梁 2-5 在 2 ТА АЕ РН 
Mat М. + M, + Mi = 0 
Ж 1-2, 2-3, 4-2 ЖЯ] 2-5 7Е 2 МИНА 
NatNat NatNat N. +N; + N, М =й 
式 中 的 符号 的 意义 与 前 面 问 。 
然而 ， 对 于 这 个 例子 ,事实 七 因为 辣 构 对 称 关系 有 
s= —@,, 0,=0, WW=0 
МЫ 0, GK 0.) 32, 两 个 林 知 数 ， 因此 只 要 建立 两 个 方程 式 茧 够 了 。 为 此 党 写 出 梁 
1-2 EXE 1 处 弯 矩 等 于 符 的 方程 式 。 因 为 M = 0， 故 得 
М=М= s g- 82 








21, =0 (5-21) 
14 
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ВУ 1—2, 2-3, 4-2 和 2-5 在 2 断面 处 剪 力 平衡 方程 蕊 。 因 为 N. = = P, М=М= 
Nad, H 








. 1 Н 
Nas- S£ - ĝa +- р, 03 
r BEI p, 121 __ 6 EI 12 ЕР 
№ =. д бз Es » Р, + H, у 
АМ = EL y, 
wi 
-р- PEL gy. AEE „+24 Ё1 -0 (5-22) 
ШИ 
Ж УПА (5—21), (5-22) 898 ЕЗЕТ Ж Ь,= 1.254, p Јр 
20: -- 37 2-20 
_ _ РЁ, _ 
38, +9,07-у* = ЕТ 
解 之 得 
РЁ, _ - РЁ, 
9, =0.0818- gr = 1.09 х 10-2 гай, 2, = 0.0547- “рү 1.460 cm, 


КЕТИ, PAESED м 
$*5-3 лм 


。 基 本 概念 


ЕЛЕК, 必 电 首先 求 出 结构 中 诸 节 点 的 位 移 ， 然后 才能 求 得 杆 御 的 
因 方 。 对 于 比较 复杂 的 结构 ， 计 算 节 点 位 移 带 权 解 大 是 的 线性 方程 式 ,不 仅 计 算 工作 量 大 ,而 


且 还 容易 产生 误 益 。 


对 了 于 在 刚性 支 座 上 的 连续 梁 和 不 可 动 节 点 刚 课 ， 事 实 上 我 们 能 够 设法 直接 求 出 因 节 点 转 
渺 而 引起 的 插 端 弯 第 ， 即 可 以 绕 过 求 节点 转角 的 一 步 ， 因 此 问题 可 以 简化 很 多 。 本 节 所 述 的 


Pi ү" Pi P, 








图 5-18 


ЗАЛА "0 (moment distrib- 
ution method》 或 称 * 节 点 逐步 平 
衡 法 ”就 是 出 逐步 近似 的 方法 直接 
求 册 节点 转动 而 引起 的 杆 端 夺 移 ， 
REEE ЕЯ Mas Je 
Ж, ИЗВНЕ. ТЛИ 
МЕН rR АЖ WE IK xz r 
2, ЕН БАНГ, 


下 面 我 们 用 图 5~18(a) h hu js nap uy РЗА k ni Ж Яз A AE КЕ ИШ. 
WALE AAEE RA ARAIA RRRA L 2, 3 加 上 抗 转 约束 ,这 样 就 得 到 基 





@ “ЖОНУУ ПД" Hardy Cross №, КЖ Hardy Cross H Z EPHE" AEGEE"... 
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Ж ШШ 5-18(6) Br s, ТЕМЕ КВ hi НЮ U Т З ЧОЕ E ОНА, E 
ЭН EIER FEIER SQ PA ЙЛЫ ВВ, 

ВЕРА и НЕЕ Е 0 нЕ ЖАННА, ПЕРЕН, Ш 
ӨЕ т Д5 ТЖ. МЕ 5—18ЬН,2 = L a tH PSPM Ma >l Mal, 
MatMax, ЖЕЛАЕТ 2 ЕЛЕ (М+М), КИС 2 的 “不 
У”, H k H Bi 2 ЖЕНЕ, МАУ 2 ТЕШ ЛСГ rs aE F kah, 在 
图 5-19 rR Ez T I AFASIE. АТН! ДЖ ЖА, ЕПЛЯЯ 
М. М Maro 





Ме Ми Ми Mut Мы Ms Mar Му» 
D A 
图 5-19 


ТЕТЕ, ГОН А. КЕЙИ РЕЗИ, НЕ 
мон, МИНАЕВ т КЕ ЫЛ ОЕ ВТ 

Тона М, ЖМ ЛА ЕТЕН ЖР МА Л 
抗 转 约束 , 例如 图 5-18b 中 的 入 点 2, НАМИ ИЕ А50, 
于 是 节点 2 将 在 不 平衡 这 和 矩 作用 下 发 生 转动 (图 5-20)， 节 点 
HIRTA TEES AE R 。 这 一 过 程 称 为 节点 的 “ 放 
F”, 

在 节点 转动 的 过 程 中 ， 与 其 相连 的 杆 件 就 发 生 村 曲 。 在 7 
5-20 中 , 当 节 点 2 转动 时 ,带动 本 2-1, 2-3 2-55, ËJ 5-20 
企 这 些 杆 久 也 产生 弯 第 。 一 方面 ,它们 在 节点 2 断 而 肉 发 生 反 抗 弯 矩 , 记 为 00,1, т, 以 
阻止 节点 2 转动 ; 另 一 方 而 ,它们 的 另 一 端 亦 引起 弯 什 , вм. т, т», ЕЖУ 
蝶 称 为 * 分 配 弯 丛 *， 当 这 些 分 配 窒 类 与 节点 2 的 不 平衡 灾 算 平衡 时 ,节点 2 就 停止 转动 ,这 时 
节 上 所 < 平衡 ?1 而 另 一 端的 弯 定 称 为 “传导 灾 乍 ?, 它 与 分 配 弯 矩 的 大 小 丰 关 。 

所 论 的 节点 2 Т ГУ НТУ, KESESER, BEE 
加 上 流转 约束 ,然后 依次 地 将 其 他 节点 放松 。 例 如 我 们 可 以 把 节点 1 ЖЖ, РОЯ 
ЖУРН 下， 但 在 节点 2 放松 平衡 过 程 中 它 又 获得 了 传导 弯 矩 as， 因此 节点 1 放松 时 
它 将 在 М ,,+ mi, КЕНГЕ Ж ЕН ЫЛ, тт, МНЯ I-2 中 的 分 本 
нон, 及 ma 5 MI + ?1s 平衡 时 ,节点 1 停止 转动 ,此 时 在 杜 1-4 及 1-2 另 一 端 又 引起 传 
FAH Ma 及 Ma. 人情 此 类推 ,我 们 可 以 间 样 对 节点 З 进行 放松 平衡 处 理 。 
ATETA 1 放松 平衡 时 ， 节 点 2 LERT 652636 si, 因此 原先 已 经 平衡 的 节点 2 
又 在 了 不 平衡 弯 矩 ， 从 而 又 需 进 行 第 二 次 平衡 处 理 。 和 第 一 次 一 样 ， 第 二 次 处 理 叉 带 铂 别 的 
节点 第 二 次 传导 弯 算 ， 因 此 就 要 求 循环 地 对 各 个 节点 进行 放松 平衡 过 程 。 几 于 传导 弯 甜 总 是 
一 次 比 一 次 小 ， 所 以 这 个 计算 过程 是 收敛 的 ， 最终 可 使 结构 到 达 真 正 的 平衡 状态 。 这 就 是 栖 
定 和 分配 法 逐次 接近 的 性 质 ， 也 是 被 称 作 节点 逐步 平衡 法 的 由 米 。 

2. JETE Ei 45 St dg E 
H ЕЙ nl Si, у Baik he FE А A дн ti 082 ААН, ye es 46, 
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ОЕШ. ҖЕН ЕРИНИ AER ER, AAG р ВА P ОИУ а 
Ж, TERRE ЕШИЛЬ 

向 。 
(1) 考虑 刚 架 中 任意 一 个 节操 
i (图 5-21) ， 设 此 节点 在 国定 时 有 
=: ЖАЗ M;, 它 等 十 各 杆 在 ? 端 
"ан т, 的 固 端 守 征 之 和 。 按 位 移 法 的 符号 
22 ЗЕЙ], NAERA E 8 JE; 5 
"e ЕВ, TASA 
ЫЙ, НО ТЕКИН ЖАИ 

时 针 的 转动 。 

Е 5-21 Нани, АЖ 
HARRA, WEE АО S ERE а ват, AREN A LRA E 5-21 所 示 

BARRE E Ma, мост... SH OP БК ЯН A 








М, + Mat ть чт, = 0 (5—23) 
再 计算 杆 i-d, A 0, m 间 的 关系 为 (图 5-22) 
_ _ т.а -Hs 
0, 4 五 了 7 Ka (5-24) 
Ap 
Kas ЗЕ (5-25) 


ij 


HAF i-i АЦЕ, 将 (5-24) 式 代入 (5-23) 中 ,得 


ЕЙ 
"и 1—46 
= ! u 
F 
了 











" 
图 5-22 Е} 5-2; 
0.= М М, 
у Каъ, ++, HK 
1 
从 而 得 
Кү 
m=- EKo M i= - Al, (5—26) 
AP K 
А, = LEN д 
1 УК {5 27) 
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ЖЖ: — ЕАМ”. PERUA, ТЕЙЕШ АЯ АОК НОВ ЛХ а В, 
HAAF 5 EI E, 

为 了 决定 杆 i- j Ж J ШИ ЧЕР Е i— J ҖИК) АСА 5-22) ,由 7 ЖИЕ ЯТ 
саш: 


т’, = -Hm (5-28) 


HR 7 ПК 355828 р i WOSA R Aa SAMa НЯН) AA (5-28) rh hs 1/2 W| 
做 “传导 系数 "。 

以 上 是 一 般 情 襄 下 的 分 配 迹 矩 与 传导 弯 掏 的 公式 ， 下 面 我 们 再 对 连续 粱 的 端点 或 刚 哥 开 
口 问 以 及 对 称 托 件 的 情况 作 一 说 明 。 

(2) 如 果 连 续 深 的 端点 或 蜀 架 的 开口 端 不 是 刚性 雇 定 的 ， 在 用 弯 罕 分配 法 计算 时 可 不 将 
它 加 工 抗 转 约 东 再 放松 ， 只 需 引 入 以 下 的 分 配 系 数 与 传导 系数 。 

BYE i- k ЕТЕ й, BERRA aE 523)， 则 当 节 点 了 在 不 平衡 弯 矩 下 
转 到 时 ,有 以 下 关系， 














= _ ЁЁ plik Mrka - = m Modig жый = 一 і 
f, ЗЕТ 6 Ela? ” 6Elw ЗЕ] сөи 
由 上 而 第 二 式 解 得 
, 1 
Жар 3a EL, N т (5-29) 
2(1+ 和 
代入 第 一 式 ， 得 
| Ltda Bla 
Тань t - 
0, AEI x 1+3a ЕД. (5 30) 
ik 
将 (5-30) 式 与 (5~24) 式 比较 ， 襄 见 对 于 村 i 下 来 说 有 刚度 
А 1+за‚ =. 
_ 4ЕГ в 一 
Ки= Тт, Lada, ETa, (5-31) 
ik 
Я Е 节点 列 弯 上 矩 平 衡 方程 式 ， 不 难 导 得 
M=- эк М. АМ, (5-32) 
了 {] 


Жин Aa WAE ie ЕЖЕ. БАНИ D Кү, ЖЕ ЕНИ Кү, 之 和 ， 


其 中 包 插 a, 
公式 (5-29) 中 Ma 前 面 的 系数 即 为 杆 i 一 大 的 传导 系数 ,我 们 用 ү, 表示 











1 
Hi = ЕГ (5-33) 
2(1+ 3, т: 
НТ, Ë НН, а, = оо, ШШ 
K u= а. PET (5-34) 
{8 . 
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F k ИЕН, с, 0, Ku d Elidia, наз 1/2, ХРОН, 
(3) МНЕНИЙ 2-5 ЕЛ ХНА ЕН X 00, ИЕ Ж ЛИЕ 








a! т’. ЧР, ВОТЬ Н ЖЕНЕР ук, ВИНА“ X 
| ; 分 配 系数 ”。 
і е: BAAT 考虑 图 5-24 中 的 对 称 杆 ;一 ”， 图 中 Pe 及 m,, 分 
m. mi DA ЯНА r WRAAD ДЕ, m 及 Ma 分 别 为 了 端 及 
РА 5-94 "ИЕН, МЕ Sy 为 对 称 端 , 故 Pr Ms 
Mi= и, Вт 一 + Mirs Mpi = Mpi H, ШЇ 
= 一 т 一 CORET = 一 ас 一 
SEn 6 El, 70 ЕТ, 8799 
Б-Р: О 
K. = 2 Die, (5-38) 


应 用 会 式 (5-36) 于 合式 (5-27)， 即 可 得 到 对 称 杜 3# — r ТЕКИ, 注意 到 这 个 分 
配 系数 冬 上 二 节点 的 不 平 街 杰 矩 后 所 得 到 的 将 基 上 ОНОЛ GE R EESE A Mar , 故 称 此 
分 配 系 数 是 广义 的 。 让 了 这 个 广义 的 分 配 系 数 之 后 ， 杆 件 的 两 端 就 不 必 都 考虑 了 。 

《4) ВРТИ ВА, УА 


L = ИГ - 
Mi T 1, (5 37) 
并 将 杆 件 的 刚度 Кү, — B 81525 
KK (5-38) 
РЈ Н 


式 中 
1 一 一 当 了 端 为 刚性 加 定时 ， 
2/4 一 一 当 了 端 为 自由 支持 时 ， 
(1+3а, r. (1+ ка 029.) — j 端 为 弹性 固定 时 ， 
:172 一 一 当 了 站 与 卫 喘 为 对 称 时 ， 
于 是 分 配 系 数 可 一 役 守 作 


д, = 


A = азди 
ПУ 
至 于 人 忧 导 系 数 ， 除 了 对 称 杜 不必 考 谨 处， 可 分 别 用 公式 (5-28)，(5-33) 及 (5-34)? 决 定 。 
8。 计 算 步 又 与 例题 
综合 上 述 可 得 讲 第 分配 法 的 解 题 步 又 如 下 |; 
(1) 将 结构 的 节点 (开口 器 可 鲍 外 ) 鬼 施加 抗 转 约束 ， 求 出 杆 作 在 外 载荷 作用 下 的 周 端 弯 
(2) 接 公 趟 (639) 计 算 各 什 的 分 证 系数 ， 并 注意 汇 交 于 节点 上 各 杆 端的 分 配 系 煞 之 条 等 
于 1。 
(3) 将 各 个 节点 逐次 放 失 并 平衡 ( 放 众 可 从 不 平衡 窒 盾 电大 的 节 虚 开始 )， 这 样 在 守 内 引 
В БЕ БЫ, ТЕЛ, ЖИ НЕО КЛС, 45 te 


(5-39) 








© ват ун Ираи а-в, НИЕМ K =8 ЕЈ. 
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奔 具 相当 小 时 ( 视 要 求 的 精度 而 定 ) 计 算 即 阿 结 束 。 
《4) НИМИ, {Ер аНЫ Б] РЕННДЕ НОЗ АН. 
Ни, ДЕРЕВНЕ БН Да Н ЖННД А, Ра, 
МТ 计算 图 5-25 中 的 双 跨 梁 。 
解 ” 孙 例 为 双 跨 滁 , 在 计算 时 仅 需 在 中 间 支 座 1 加 固 再 放松 , 支 谎 2 保持 原状 。 因 本 例 中 
如 = 上 =1， 故 按 公式 (56-39) 得 分 醒 系 数 为 















































3 
À бт. 4 A = Gls 4 -3 
tos qp 7 8+8. 143 T 
4 4 
传导 系数 为 Bu =1/2, =Q Еж 
= { 
Maa 9, M. = Q Mi= СА 
计算 在 图 5-25 下 面 的 表格 中 进行 。 
q 
0 了 1 і 2 
| t: | | | 
_ 图 5-25 
ИЗ # 号 0 1 1 2 
分 М 系数 4 2 
кп 了 
| To I 
иж - $ 全- -s 0 
_ | 一 
ља ж ж © е. 
_ _ | 
传 S W Ri Ay | 
TARANA - 9 r | „зо. P 











例 2 计算 图 5-26 中 的 三 跨 梁 ， 梁 的 断面 惯性 矩 了 = 常数 ，1= 8 m, Р-40КМ, q= 
10 kN/m, 





一 108 一 







































































Е {Р 号 0 1 1 2 2 3 
SEF 数 ШЕТ 0.5 0.572 6.428 
| РЫНОК. m) -40,0 wo | 0 Шү - 80.0 
БО 33 < 45.78 034.24 
кавер -15.12 — -31.44 | крт -15.72 i 
(КМ. m) - 一 一 ' ` 
450 сє 899 8.13 
-1.13 < -2,25 -2.25 一 -1.13 Е ` 
| | os < oss | 04 
08 -0.183 0168 > —0.081 
' | 0.023 — 0046 0,098 
(ЕМ + m) 56.93 бл ü -8.13 38.52 ~ 35,51 








Ж 此 例 为 多 跨 汉 ， 其 特点 是 要 进行 多 次 分 配 与 传导 ， 本 例 中 ki= kas ka = 1, 故 分 配 
系数 为 





Ми = -Мь= - = ~ 40,0 kN.m 


М= 一 = 一 80.0 КЕМ. т 


计算 在 图 5-26 FARAR RET, ЖЕЛИ 
揽 线 的 数字 表示 分 配 弯 矩 。 由 表 可 见 节点 放 一 
松 由 不 平衡 弯 矩 最 大 的 节点 2 开始 ， 经 过 七 和 
庚 放松 与 平衡 后 ， 即 得 相当 精确 的 结果 。 
例 3 计算 图 5-27 中 的 肋骨 刚 架 ， 已 知 5-27 
Г е= ЕЗА, L= L, Le=3 АҺ, = 61у I = L, ,= dao у= „= 41, Гв=20Р; а = 
0.2 gos 9 = 4, 93=0.6 Q; 
解 ” 此 便 为 一 对 称 刚 架 ， 其 中 杆 5-6 ЖАНИ. ЖИИ RE F Ж ЕЩ ЕРЕЕН Jy Ru 
系数 。 

















5-1 
节点 号 | 1 2 3 | А Š 
тез | 12 | al Е ，34 ш | 42 | 45 5 M 56 
н | 1333 | 1.333 3.333 


kh; 05105 j 1 2 ¿L 1 


























0.273 | 0.121 


FPR HESSE 
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M. = 一 7 а, = -_9. 14, Masz 5 g ФА. = 0.3 Ф 


М = = 20 ШЕН =-0.45 дй, М., = 1 Qalie =1.80 q l 


最 后 按 表 5-2 的 形式 进行 具体 计算 。 

























































































5-2 
яв 1 |! 2 | 3 | 4 | 5 
杆 件 号 2 了 i2 a | 24 и 43 4 4 я | 5 
аюы; 0,213 | 0.127 | ‚ 0.39 0.28 0.35 | 0.445 | 0.555 
[| р | ， ， i 
0 0 0 0 -01 © @ i 03 | -04 | 1% 
Мика?) | ! 
| | -0.30 |- -0.60 | -0.15 
Š | p 0.013 _ 6.039 | 0.08 | 00% 0б, 
= | -6.0035; -0.0995 0,0048 | -0.004 | -0.008 ; —0.0095. 
E ' ` ` 1 0002 0.0034 | 0.0023 | 0.0051 0.0018 . 
ё | ; —-@0.0004 -0.0007 | ~0.0009 
= —0.0003 | -0.0009 ， -0.0005 
т | | | | | 1 i 
Ж баг 2 070007 | 6.0002 | 6.0003 | 0.0002 | 
из _ | _ - 
Maleng] 9 0.0038 | 0.0039 0 8.0572 | 0.0232 | 0.0340 | 1.0384 | 1.0396 
5J = 











5.1 试用 位 移 法 求解 图 5,1° ORNER. пяр Юа ЯВ a= (8 ED, P = 
2 61/3, УРЕ. 
5.2 用 位 移 法 解 第 四 竟 4,4 题 图 4,4° 及 图 生 ,5” 的 简单 刚 架 。 








图 5,1° 图 5,2 
53 用 位 移 法 法 计算 图 5.2° ПО, HASE. BAA =2 а= ы, da= to Iz= 











1в= 41. Is= 1з = 1„, dusin fos 
54 НУЖЕН 5,3° HIR RAKKE E EA 1, T, НН, 
5.5 图 5.4° 中 之 刚 架 ,代表 上 甲板 为 锥 时 架 式 ,下 甲板 与 航 侦 为 横 骨 架 式 的 船 ， 趟 在 .上 里 板 强权 梁平 
面 内 的 肋骨 刚 架 计算 图 形 , RARE HAZ НН, ВЯ, ha=3m=lo, L= 6.6m,l =9 m = 



































0.6х 10#сшї = 27,, 13=0.9х 10% ви, 1152,4 х 10сші РЕ НЕ s=0,75 mm, 计算 时 取 Q. = 于 -oa 





图 5.3° 图 5,4° 


5.6 图 4,10* 中 之 双 跨 梁 ， 如 用 位 移 法 求解 有 几 个 未 知 数 ? 列 出 求解 这 些 未 知 数 所 需 的 方程 式 。 

5.7  4,13° 中 之 刚 架 , 各 杆 之 长 度 及 断面 惯性 矩 均 为 1 及 I 了, Qi=1,2 gl. Q.=1,5 gd, а=1/ 
ЧЕТ). (Об 用 角 变 形 法 求解 时 有 几 个 未 知 数 ， 列 出 求解 攻 需 之 方程 式 〈 整 理 成 正则 方程 式 形式 ， 不 必 解 
出 )} (D 车 已 解 得 bs - 4 q 7 (290 ЕР), з= q E / (2301) ДАЖЕ 1-2 的 中 点 找 度 ,并 画 出 丁 二 2 的 
ЕЕ. 

5.8  5,5° MARZY., ATAKEA ШИЙШЕ N М Г, BA M= 9/2, WEEE 
АЖ А-В, ЕТУ, 试用 位 移 法 解 之 , 求 出 杆 2-4 РАН. 











S 1 
Í » 
0 _ 2 
1 l 
| { s 1.51 7 | 
3 
J5.5°  5,б” 


5,9 用 弯 矩 分 配 法 解 图 5.6" 及 图 Б.Т" ПОЕТ, 
Б.10 МЕ ААР 5.4° 中 之 肋骨 刚 架 。 
5.11 Е 5.8° HARER, ЕУ H, ГЕН ЕЕЕ Е, Ёйш.һҺ,=һ, з= [= 3 los Los 了 = 








—H1— 


Ты = 1, asdar 610, La = 10 doa m = ал, qa = 0.6 qa, 
5.12 ЖНА ЧЕ, SEE НЕНИ RA И е Han K IEEE Ei) H — Es EE 
Зу ЗЕТ, Л] ҖЕН  @ --#5 Ен ТЕЕ АЗАА Е дО РЕ e, 
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第 六 章 能 E 法 


$6-1 应变 能 与 余 能 


在 结构 分 析 中 ;除了 前 面 学 过 的 * 力 法 ”和 “位 移 法 ”以 外 ， 应 用 结构 变形 能 的 “变形 能 
法 ”或 简称 “能 其 法 ”有 着 十 分 广泛 的 用 途 ， 人 能 量 法 通过 能 量 库 理 来 描述 结构 的 平衡 与 变形 
连续 条 件 , 从 面 解 决 结构 问题 。 为 了 区 别 于 能 量 法 ,通常 将 前 述 的 力 法 ， 位 移 法 以 及 第 二 章 、 
第 三 章 中 梁 的 弯 项 与 村 的 氢 转 解法 统称 为 “解析 法 ”。 本 节 我 们 先 讨 论 结构 的 应 变 能 与 余 
能 。 
一 弹性 体 在 静 加 外 力作 用 下 ,人 外力 的 功 将 转变 为 体系 的 变形 能 或 应 变 能 , 青 现 在 当 外 力气 
去 时 体系 能 完全 恢复 原状 ,这 一 概念 已 在 材料 力学 中 说 明 。 

现 考虑 一 个 较为 普 旭 的 情况 ;弹性 体 的 外 载 与 变形 间 的 关系 为 非 线 性 的 , 它 可 能 由 于 材料 
本 身 的 应 力 -应 变 间 的 非 线性 关系 面 引起 , 亦 可 能 由 于 大 变形 面 产 生前 者 称 为 材料 非 线性 ,后 
者 称 为 儿 何 非 线 性 ,如 图 6-1 所 示 。 

1。 外 力 功 与 应 变 能 

参考 图 6-1a, 考 虑 啤 力 的 某 一 中 间 瞬 时 , 设 此 时 的 为 为 卫 , 相 应 的 变形 为 4。 此 外 力 认为 
д ЧУ” 的 , 即 可 能 是 集中 力 或 力 征 ， 变形 亦 为 “广义 ”的 , 即 可 能 为 线 位 移 或 角 位 移 ， 于 
是 当 安 形 有 一 无 鼎 小 的 增 莱 44, 外 力 的 功 可 写作 dW = Pd4d4。 在 整个 加 载 过 程 中 ， 外 力 由 零 
到 其 最 终 值 P, ШАА НЯ 4,, ШРЕК ИОНУ 





wf” Рад (6-1) 
Еи 6.1 а 中 基线 ОА 下 的 面积 ОАВ 来 代表 。 
弹性 体 在 外 力作 用 下 变形 时 ,体系 内 产生 了 变形 能 或 应 变 能 ,我 们 用 V ж, ЕВ 
у= - РдА (6-2) 
若 所 论 的 弹性 休 为 -拉杆 ,断面 积 为 本 ,长 度 为 了 拉力 为 五 , 伸 民 为 4, 则 Р, АБ рет 
ME e HARR: Po A, A= рл ЕУ 
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V- W = Aif cas (6-3) 
ВИНА, 为 了 Bl Fd АЈ, й 
V, = (“ае (6—1) ` 


Р-У Т AS st И, 6.16. 
РАВНЕ, Е ОО НЫН А ВЕ оооу лото тита, ЖЫЙ 
分 量 为 ex Sy, ш» Frya Pus s Feso 2 

















с, | ë, 
| Oy Ey | 
(= 
| tay Yav 
Tye Ууз 
Tar ; Yes j 


则 同 理 可 得 单位 体积 的 应 变 能 为 


V, = Í (с, де, + с, Ча, + c, Че, + туу йт, + Туз йр, + Tis dy,,) 


或 
у, (00—49) (6-5) 
АР {ААЛУ Е УЕ МАН, A ERR НЕ ОН 
V= [Гуа dz (6-8) 
2, ИБ 
现 定义 非 线性 体系 的 对 一 种 功 , 称 为 “ 余 功 ”{complementary work) ,为 
И* = Г 4dP (6-7) 


SF I 6-1(а) 中 曲线 ОА У ен [Т ШЕ ИОН ОАС. 并 定义 体系 的 “ 余 能 ” 
(complementary energy) V *, HAUEM AT A, Вр 
Уч =f" aap (6-8) 
шх, a W + ИУ +V* арр 6.1(а) pE ОСАВ НИИ Р.Д, 
ЛАЗ Е Нк, ЖИ БИ ER Б тї» 由 于 余 能 可 看 作 是 体系 中 力 的 变化 
而 引起 的 , 故 余 能 又 可 叫做 “应 力 能 ”。 
单位 体积 的 余 能 亦 可 同样 导出 ,对 于 单 乌拉 杆 , 有 





И! = F edo 
D 


对 于 三 维 弹 性 体 ,有 
| т: = [{е)}т{до} (6-9) 
Е АУЛ ЖЕНШ. А ВЕ 
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== Z dv dy dz (6-10) 








3。 线 性 体系 
对 于 外 方 与 变形 成 正比 的 线性 关系 (图 6.2), 则 功 等 于 祭 动 ,应 变 能 等 于 余 能 。 若 设 王 = 
k4, 则 要 
Дх ЕЯ Ai 1 s 1 | 
=== [f Рал=®|“4а44= L kA=-1 P.A N 
(6-11) | 
同 理 单 位 体积 的 应 变 能 或 余 能 为 
КЕ = |(о}1{4г}= lopta) (6-12) 
D 
01) уе) ул, ARER “ 4 
应 变 能 和 余 能 为 图 6-2 
Ё=у*=-1-{[{оҤ{є,}дш dy dz (6-13) 


$6-2 杆 件 的 应 变 能 计算 
在 能 量 法 分 析 结 构 时 ,经 常会 遇 到 有 关 应 变 能 与 余 能 的 计算 ,特别 是 对 于 极 大 多 数 的 线性 
结构 ,应 变 能 与 余 能 完全 相同 ,所 以 本 节 先 对 村 件 的 应 变 能 计算 作 一 介绍 。 
一 般 言 ,在 计算 杆 件 的 应 变 能 时 ,从 杆 中 取 一 微 段 ,将 微 眉 断 面 上 的 为 视 作 外 力 , 计 算 微 眉 
外 力 的 功 戎 为 其 变形 能 ， 再 沿 杆 长 积分 。 下 面 是 几 种 情况 ， 
1。 拉 伸 或 压缩 (图 6-3) 








ал. lp Ta 1 Та 
d= 二 Tdw= 二 T= 

й 
V= [Ед a= -F EA ичазо (6-14) 


HFN AE E АТ V = ТЧ/2 EA = EAw/2l „ 
2. ## (F 6-4) 
dV =- М, dp = 2 eE i 2 





2 GJ 2 GJ 
T 
r „|, 
Tr - T 
- тры | 
‚ 63 图 6-4 : 





(3 
四 “实际 上 应 变 能 下 = ; | EAn’ tdr 是 变形 的 函数 ; ЛИЙ Ү* = 1 | 


Таз 是 力 的 函数 ， Шир 


П 
[9 
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и Mids . 4f С/е" da (6-15) 


3. i 

ERG Н F FEW BI ЕКСЕН В Л EES REENA Г, НА 
B EREE СЕ Е ) ЖЗЛ EEE AB AERE ЕЛЕ 
能 (图 6-5), 有 
Pdz 


t= 1 Н M 1 HE 
ат 5 М 48 = „Мур dz = > ЕТ 


(6—16) 








图 6-6 


再 考虑 前 切 应 变 能 (图 6—6), Bi: BS JJ т АИ ЗЗА МСУ ЕЕЕ 
处 的 微 面 积 d44 上 前 应 力 的 功 ， 


А-тадуйс= „t *4А йз = 1. (1 NS — 4А 
жин. лаик. 
2 2 2 
а= | C Ades (Ева ити. 
式 中 
A.=1: / (2da (6-17) 


对 于 和 军政 断面 4 = 5/6 А, ДВ Л, =9/10 A, ЕТИШ Ax A, (A, 为 膜 板 面积 ) 
ТЕЙЛЕЕ 33 AZERE 29 


V=} -dg = +f GAW? dz (6-18) 


> |. СА, 
AP v ЭИ Ja СМ. AK UR), 





O BiR dy MENETI TERRENS dV =- Ndo Siki qo, = МОЕ, эли 
патила ЕН, H dws = -A невял RIARADH, CSETE 
92-4 ту АР A КИНЕ, 
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ш t 


= 


д. МНЯ F, ЖЕНШ ЛЕ НС ЫЙ ДЕЙ) HEAS HJ, НЕГЛЕ АНА аи (ШО), 

HP 325 Щ 2662 [8] ЖЩ УР ТИТ PE y ЯЕ ВЕ p 4+ КУ ЖЕҢЕ 2 ЖП, Hl 
_ 1 T? 1 í: АЁ 1 f: М? IE N: _ 
V= Íj -pa rj. Gy + 2 f ЕТ dz 十 |, СА, dx (6-19) 

ХРИ AHI KRITERI AAT IER ВЕЕ НЛ ВП УЕ ЛУДЕ ВЕ, LREN, ХР — 
ELE Шоу РЕ, ВУ УТУ Е ДУ ЛЕ 5 1535 |H EREA НЕЕ ЛУ АТ ИД КН» 

4. ATES Е УА НЕ EE ИЕ 

ААТА ЗА де ЖЕН BJ, RRRA 096, BOTA Vš R ЫА 
FERAH, o Зу Be ЛЕ, Wg КЕЗЕ РЕ ПИ y ЛЕНЕ З 








_ 1 _ 1 2 1 ,sz _ 
У= К = AR =-, д?” (6-20) 
AT А НЕЕ, 
В МОЕ АЦ НАН, бо ш ЖЕЛИ, ШЕШ] 2 端的 变形 位 能 
为 
_ 1 _ 1 ._ 1 д _ 


式 中 а 为 强人 性 固定 端的 柔性 系数 。 
在 以 上 所 得 的 公式 中 ,用 位 移 表 达 的 是 应 变 能 ,用 力 表 达 的 是 余 能 。 


$63 虚 功 原理 


EIRE principle of virtual workb PRERA P HARER, ај RABA 
理 ” 及 “ 进 力 原理 ”。 虚 位 移 原 理 研究 的 是 一 组 真实 力 系 在 任 音 满足 变形 协调 条 件 的 乾 位 移 
过 程 中 作 功 的 情况 ， 它 等 价 于 结构 的 平衡 条 件 ， 喉 力 诛 理 研究 的 是 任 一 组 满足 平衡 条 件 的 虚 
ЛЕЖАЛА НЕНИЯ, ИРАНА, РПО, 
具体 应 用 则 在 以 下 几 节 中 讨论 。 

1. ЖИЕ 

设 结 构 在 外 力作 用 下 你 于 平衡 状态 ,如 果 给 结构 一 个 可 能 发 上 生 的 位 移 即 虚 位 移 , 则 外 方 对 
РНИИ СВ) АРЕН Е УЛУН, ЭНЕ ЕЕ, 

X HI НИ ДД ВОКА Е НАИВ АКЫ {УЕЗ M 3 ЕИ, ИВ 
小 的 位 移 。 在 这 个 条 件 下 ,车 作 用 在 结构 上 的 外 力 为 Pao Par ВНЕ {УЖ ОН SA, SA... 
因为 在 发 生 虚 位 移 过 程 中 外 力 不 变 , 故 外 力 的 虚 荔 为 





. ŠW = P, ò 4i P, ò ht [D P, b 4A; (6-22) 
HA RMJ A То} ‚ДЕ ЖЕЛЕ ВНИИ Ww 33 (5e), ЛУУ ЕЗЕН 
šV = | feetaejdg (6-23) 
IP O WAHRE. TERHERE EKA 
ŠW =8V 或 УР. 54, = | tcjrtaeldg (6-24) 


即 
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ЕТ. 真实 外 力 x ШШ = | Я: Зе 









项 在 来 证 明 碟 位 移 原 理 症 结 均 处 于 平衡 状态 的 必要 和 猩 充 分 条 件 。 不 内 一 般 性 ， 为 了 简单 
Е, РЕ 
Е EIo" (ду =й, Е") =0, MARL у 


ERRA RE 6-7 BE N BU а FI HSER i ats) 
W, 
ЖАТЬ =5 V, HFEF 平衡 状态 的 wot, 
ГЕЙ АТА EIO =q R MIURA зы 
虚 位 移 bote), E MR НИИ ГУЕ Ру ЧҮ. 196-7 
ШО Ò 000) = 6001) = 0, ПЕ ДЕД REE Вор, РОК W 
| (EIo - зева + Elo dv | =0 (6-25) 
n ç 
将 | forrb о do 进行 两 次 分 部 织 分 ,得 
f Elvrvavdr = Ера! ~ Eroa v'j' + f Elv òp"äz (6-26) 
в 10 10 0 
代入 (6-25) 中 得 


f Elurbutdz — f q bu de + Еро) =й (6-27) 
p © 0 


азону 5810 B 5 ГЕН ЖАРИ ор = 0, КОЙДЕ, НИЕ ИЯ, PERH 
《6-27) 式 中 的 第 一 项 为 弯曲 应 变 能 的 变 分 , Вр 
3V =8( опаа) -| Егә"дь"'да (8-28) 





第 三 项 为 外 力 的 虚 功 , E 
SW = (а vda (6-29) 
于 是 得 到 8 -AW so НА 55У, 
FRETAR то 玉 = 58, 则 必 避 得 出 平衡 方程 式 及 静 力 边界 条 件 。 由 于 当 粱 发 
生 虚 位 移 34 时, 外力 的 虚 功 SW 与 虚 应 变 能 SV 可 分 别 出 (6-29) 式 发 (6-28) 式 表示 ， 故 夺 位 
移 原 理 给 出 ， 





f uS v- Его onde =o (6-30) 
НЕН |, ЕГ” отаг 流行 两 次 分 部 积分 ,得 


f Е рда = E Lut | - ЕТ" +f ЕП рда 
al р] [1] а 





代入 (6 -30) | 48 


|, (EIv - g)ë uda + Elut8 u 


ü 





- ' = ЕГУ” = (6-31) 





此 式 成 立 要 求 每 -项 部 等 于 零 , Нр ИР 5р КЕЖЕ ЕЛИНЕ. 即 
ARAPE: EIo = а, 第 二 项 与 第 三 项 因 人 在 梁 端 有 8p=0 及 8orzn0 而 有 Elv" = 
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OR ЕГУ”! 0, БОЙ ПЕЛИН ЭЛЕ ДЕ}: 

Г.Ж КЕНЕН Ар Н ЙЕЗЕ ЖЕ АЫ ДӘ] ДЕП] Л, ЭрК пр p| АН, ВЯ 
闫 的 弹性 力学 书籍 [16]。 

2. 虚 力 原理 

设 绒 构 在 外 力作 用 下 处 于 玉 衡 状态， 如 盯 给 外 力 … 个 不 破坏 议 力 六 衡 条 件 及 静 力 边界 条 
件 的 虚 变 化 ,并 且 制 紫 虚 力 产生 的 变形 是 协调 的 ， 则 外 坟 的 虚 余 荔 必 等 于 结构 的 虚 余 能 ,这 训 
古 虚 力 原理 。 

若 结 构 上 外 力 的 虚 变 化 为 3 Po ó Pre, 与 其 相应 的 位 移 为 4, Аз, РАНЕН 
为 








bW* = Ab P, + Ab P, + = = Уу} A, Š Р, (6-32) 
SF J RU BE z BE Эу 
SV*= RGEC cd9 (6-33) 
ЕО EJ В ве 
Wr = 60% а БР, | tori ojaa (6-30 
ВП 


ИШ яо) = | 。( 真 实 应 变 x 虚 应 力 )dag 

ЗЕТЕ НА Еу АА ЛЕ ЫМ Ду о Э АРА ФЕ, И Р 6-7 中 的 自由 支持 
ЖУТ. 

先 证 明 必 要 茶 件 ,车 结构 变形 是 防 册 的 ， 则 它 有 站 研 * =8T7s。 为 此 设 潜 上 上 外力 的 以 变化 
54, АВЕ рО СН, ВЛ) 的 虚 变 化 3 M 及 3 入 ， 它 们 不 破坏 梁 的 平衡 条 件 有 即 
45/02 =5№,45 М /йв = а ОЙЛО ЕЖЕ Ъ M 0) = b MD = 0, 此 外 梁 的 变形 协调 
Ж 40/47 = MED Ro) =) = 089 E МЕРА и 

| (s: - Ка Мах + м! =0 (6-35) 


| амаз 进行 两 次 分 部 积分 并 应 用 前 面 的 平衡 条 人 ,可 得 


{Жез ма = và M|. -vò Nl + + одада 


IEA (6-35): 


[одде | М Мдв+ьъ М | -0 (6-36) 
出 静 力 边界 条 件 可 知 上 式 中 最 后 一 卉 为 零 ,而 第 一 项 为 外 力 的 虚 余 功 , 即 
51 = [25442 (6-37) 
第 二 项 为 梁 的 虚 余 能 , 即 
3V*=8( (f Mido) = pa РМ dz (6-38) 


аа" Бо, ЦЬ" И, 

再 来 证 明 充 分 条 件 :车 SW* Ve, ШИИ НЛ ИМИ АЗ Е. WTE 
EAHA RRE S gii Ih AERD W S BE 2688 D * 可 分 别 由 (6-37) 及 (6-38) 式 表示 ， 
故 囊 力 原理 给 出 ， | 





f (ов 4- H ò М)а==0 (6-39) 


局 样 将 式 中 第 一 项 分 部 积分 两 次 并 考虑 到 平衡 条 件 ,得 
| oògds=vòN | - wsM| + ‘EBM de 


代入 (6-39) 式 中 ,得 
ее pr èM derva N|. -vò M| =0 (6-40) 

ПАК MME К Ж —Жр 5 М 0 п араа = М/ЕТ, MARE BU 
EER BARRERA RRA 5 N= 0 МОМ = 01k] =0 KoA Е 39 
的 位 移 边 界 条 件 。 

以 上 的 证 明 同 样 可 适 几 于 任意 边界 情况 以 及 推广 到 СЕБЕ ЕРЕ, 可 参阅 文献 
[16]. 

НРА НЕЕ НЕМ RA RARER, РЕГ ЕНЕ ТН ВЕ 
的 , 非 线性 的 ! 弹 性 的 或 塑性 的 。 

















$6-4 虚 位 移 原理 的 应 用 
从 虚 位 移 原 理 出 发 可 以 引伸 出 各 种 能 量 定 理 用 来 计算 结构 的 位 黎 和 变形 等 。 本 节 介 绍 几 


种 常用 的 能 量 定理 。 
1、 位 能 驻 值 原理 
在 虚 位 移 原理 中 ,我 们 有 & W =S V Eh ò W = РД ЛВ НЕО, hF 


在 发 生 虚 位 移 过 程 中 外 力 不 变 , 故 上 或 中 的 卫 , ЖД, N Š W ХЕ, 
SW =Z Р.Д. =ò Р.Д, 


Hate 22 P.A, 不 是 8$6,1 中 所 述 的 外 力 功 , 现 另 用 符 导 в, AAR” i 


U = УР adis SU =ò3P,4, (6-41) 

ЗЕНОН, óU = "了 ,或 可 改写 为 
OU -Vy=0 {6-42) 
再 令 П =V-U=V-2P,4, (6-43) 





称 为 体系 的 “总 位 能 ? (total potential energy), 它 等 于 应 变 能 与 力 函 数 之 差 ,其 中 5- U) 
又 叫做 “方位 能 ” ,于 是 总 位 能 为 应 变 能 与 力 位 能 之 和 ,出 有 

dH =0 (6-44) 

РАНК, ERRERA ПВ НН ОЧАМ емо 

系 称 为 “位 能 驻 值 原理 ”(principle of stationary potential energy)。 进 一 步 分 析 可 证 
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У, ХРЕН, Д АВОН ИВ, ЛЕНЕ EBREI KA “АВВ 
kasa ° 
一 个 应 用 位 能 驻 入 原理 分 析 杆 系 的 例题 。 
N а 6-8 rh ФАНТА 


т Р! 


EAF 2o03 
— 
——— | -~ 
N77 


Р 6-5 图 6-9 





解 УТПА ПЕ, АЕ Н БИМ ОЛУ ВЕ, ЕВИ ЕН ВА) A, 则 对 守 1, з 
有 


- C082 0 





V =y,- EA. ЕА соё 


a БАД 
БИП ¿Acos 0) 27. 


х2, ЖУ, 2А, 
V=V, +, +1, — cos? 0+ БАЛ. 
PF31003 BRA P4, 故 结构 的 总 位 能 为 
H-V-U= (252 -со®д + РАЙ _ рд) 
ОТЕ MB 





从 面 得 到 
РА +2000) -P=0 (6-45) 
所 以 得 
A= И PI 
EAQ +2 cos бу 


4 求 得 后 ， 即 可 求 出 各 夺 的 力 ， 可 见 用 位 能 驻 值 原理 的 计算 方法 是 “位 移 法 ”， 并 且 (6-45) 
式 就 是 力 的 平衡 方程 式 。 若 以 并 А, Л 为 横 誉 标 作 图 ,得 图 6-9, 可 见 满足 绪 构 平衡 条 
性 的 4 值 使 总 位 能 获得 板 小 值 。 

2. ERRE 

Ж ЕШ ЕИ (6-240:Ж,®{П1В8 
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зуур, 84, =P 8A + P ôA + Pd4 + (6-46) 


由 于 在 发 生 虚 位 移 6 4 84 时 ,应 灾 能 下 前 变 分 可 写作 


_ ви ау гў ы. 
ВИ = JA, дА, + ад? А, + зл + 


КЇ А. (8—46) 5 9148 
(7 Р) (0 -P) 4+ (2 - Р,)8д,+-=0 


由 于 虚 位 移 的 任意 性 , 故 有 


ӘЛ P дл, ° ӘД 
或 
ау А 
— =P. = ... — 
ӘЛ, Р, ¿=1,2,3, (6-47) 


ЖОК (6-47) “РЕ” m КИ M”. {КҮ НИШЛИСЕН ЛЕ, Ж 
结构 分 析 中 可 用 来 建立 位 移 法 方程 式 。 在 线性 体系 中 四 НУ ЖЕ lu 
移 的 一 次 函数 ,所 以 (6- 好 ) 式 豆 是 位 移 法 中 的 正则 方程 式 。 

若 结构 中 仅 存 A, ЖЕНЕ НЕЕ „М БАИЯ ИРА, 


У _ _ 
S =P, (6-48) 


Жэ ЖЕНЯ # ы БУЛЕК АГАЕ — ГЕНИЯ ЕРЕЖЕ ТИЕМ АШИ 2 1. 
3。 单 位 位 移 法 
出 Ж 位 移 原 理 (6-34) 式 ， 知 结构 仅 在 宇 处 发 全 一 单位 虚 位 移 5 A. =1， 则 (6-24) 式 变 
Я 
Р, х\ =| {oean (6-49) 


式 中 {=} 是 由 单位 虚 位 移 引 站 的 说 应变。 上 式 称 为 “单位 位 移 法 ” (unit displacement 
method) 欧 公式 ,可 用 来 计算 结构 在 某 一 点 需 能 加 多 大 的 力 才能 保证 结构 的 平衡 , 它 在 总 结构 
分 析 的 单元 刚度 众 阵 计算 ( 见 第 七 之 ) 中 十 分 有 用 。 

以 二 的 能 基 定 理 与 $ 6-6 IH ЛЕ ЖИ ЕЧ ЙЕ БЕДЕЛИ ДЕЛ ЇН o 


$ 6-5 ”位 能 驻 值 原理 的 近似 解法 


上 节 导 得 的 位 能 驻 值 原理 的 重要 应 用 之 一 是 对 于 不 能 精确 求解 的 结构 或 求解 比较 困难 的 
结 枸 进行 近似 和 分析。 以 梁 的 读 晶 为 例 ， 可 以 利 出 位 能 驻 值 原理 近似 地 求 出 梁 的 措 曲 线 方 程 
式 。 本 节 就 来 讨论 这 种 解法 。 

1, FEŻ 

EHRE -EZ (Rayliegh-Ritzg method) ,是 变 分 法 中 的 直接 法 , 它 是 利用 位 能 驻 
HERON =04 把 变 分 问题 看 作 是 求 - -个 包含 有 有 限 多 个 变量 的 普通 函数 的 极 值 问题 。 对 于 
梁 的 弯曲 ,具体 做 法 是 先 把 梁 的 挠 出 线 2(2) 写 成 如 下 的 级 数 形式 ， 

全 ”次 天 利 工程 师 卡 斯 投 染 诺 (Castigliano)1879 年 提出， 








-= 122 — 





p(my =Q (EY +а.р (2) + = мар. (m) (6—50) 


AP o, (2) 938 BL 8 8 E BA EA РЖ ЧН ‚а, 为 
ТЕМА. ЖА ра) ОН ВП ЖЕНЕ а.а, їй 3 ЛИ, T ЖЕ 
HE эша 36 oK t 8 E М x] a, КАНТА НИЯ РЕ, Вир Н ai, 4s，…。 最 后 将 求 
得 之 a, RA C6-50 3k, ДИЕ 二 为 极 值 的 202) 的 解 。 

由 于 实际 上 级 数 (6-50 不 可 能 取 无 穷 多 项 ， 只 能 了 到 有 限 项 ,所 以 所 得 的 解 将 是 近 做 解 ,但 
是 如 果 gu 人 2) 选 得 相当 合适 ， 常 能 很 快 地 求 出 
相当 准确 的 解答 。 

下 面 我 们 通过 例子 来 说 明 这 个 方法 。 

考虑 图 6-19 中 两 端 自由 支持 受 均 прш 
作用 的 单 跨 梁 。 由 于 自 出 支持 的 位 移 边 界 条 件 i 
У: =ОЙав=РНи=0, 00, 所 以 在 图 示 y F 6-10 











的 坐标 下 可 取 ， 
тв) = a, sin-%5 + a,sin #ж®. tassin + ==, їп“ = (6—51) 


ха, 93 2638, 3 ЕНЕ ДУ ЛЕ Ул аж 
V= ТЕ sdz= ТЕ [| [- хату sinte az 


А 


= E ЕТУ ўа, а, 27 т) S ka У sin s sin ЁЛ. ба 








ET 
| 0, Hansk 
Быш HIE a лї К 
jsin у sinh - dz = l mask 
_ 1 ү т “ЦТ af мпп Nt 
к V= Ега) q =E ya (ie) 
af -ol sva sin _” 78 de= 5 ‚ ATD 
x U = | qvas 1| Ха, sin Г ба аа. | s| me dz 
{ y (ї-Созил)__ 
уе. 9%, 
梁 的 总 位 能 为 


1 a итү 91 _ (1-сС058ут) 
HsV-U= 1 ЕПУа (22 ) Туи, ТЕЗ” Л). 


Жа. Ерен, Пок, Е 
ЭН 040-0) ip nayo Ф (| = 
5 кПа, Í ) E" (1-с08ил) = 0 


2al свт 
Кит ЕЈ 7 


Щщ я УВ а 0 ЕДЯТ 2 A T 


й = 


一 123 一 


_ Agë 
а. = (x PEI 
Ж 6-5, ИАН 


ое) = 490. E. чу зш” (6-52) 


тау я 


КООН, i HRA, в И АЕ 
0-2) 290. 0.01307- Яр. 


вин о (2) = Eir = 0,0130227 相 比 误差 仅 为 0.396。 


#=1,;3, 5; 


Н 1 аз, 可 按 | АКН, 
= #— _ 44 1 ‚. ЯП 
М = ЕП" = —— H 一 sin 


Л ka ап Р 85—10, ARREARS EA 
м(--)= - 44. ~ 0.129 qË 


EMERE М( 21.) = ~ 0.125 4P НЕ ЗЕ 3.23, KARIRI RNDR ER. 


李 蔓 法 不 仅 适 用 于 梁 的 弯曲 问题 ,而 且 可 广泛 好 庶 用 于 其 他 结构 ,如 板 的 恋 曲 问题 和 杆 、 
板 的 稳定 性 问题 ,有 关 的 内 容 将 在 以 后 介绍 。 
EE 6-1 中 给 出 了 粱 在 其 些 边 界 条 件 时 药 位 移 通 数 , 可 供 计算 时 选用 。 
2. Ша 
根据 $ 6—3 中 的 推导 ,在 梁 的 芍 曲 问题 中 由 虚 位 移 原 理 导 得 耳 方程式 〈6-31)。 现 在 我 们 
选取 一 挠 曲线 函数 ， 
VE) = D apale), n= 1,2, 3 


ERRELEA AAA EE vt@) 代 入 (6-31) 后 , 式 中 的 后 两 项 必然 为 零 ,因此 有 
Í LEIL - qJá z dz = 0 
Ч (myth a, 为 待定 参数 ,让 де) = ô apl) 代入 上 式 得 
ба, || ЕТ Da, pa” (0) - а р») да = 0 #=1,2,3.= 
或 
{| ЕТ $} а. (ш) - q |р,(т)йв= 0 #=1,2,3--. (8-53) 


Ежа а а, 的 方程 式 组 ,求解 后 可 得 Ga, Т MPE i R ТЫ, ВЕРИМ 
e: (Галеркип) 法 ”， 如 果 结 构 的 平衡 微分 方程 式 可 以 写 出 ， 则 ЕЛЕ 
=, 


БШ ‚УЗЕ ГН ЗРЗЕ НТА Е, AA 000) = 3a sin y -AE ВМ 


的 全 部 边界 条 件 : О, о 0,070,207 =0,” 30, УЖЕ КЛОРАН $ 
— 124 一 





Ж 6-1 





序号 织 的 形式 与 适 动 条 件 基 @ ж 








1, в=ат Sin ЯЕ раз ain PAE а sin 225 +e 
і 


(ТЕШИГИ, БУИ ДЕЗЕ Bs) 

2. ока ва ү +з sin T La віп 832-4. 

> ОТЕ, НДЕ) 

| 3. о=в: сов Чй + соз Зах 十 ia сов ы +. 
对称 荷 重 ,坐标 原点 在 中 央 ) 

4. ина ру ая х)з Һазх ГЕ _ 
СТЕ, ЛЕТЕ ЗЕ ВЕ) 




















1. psm (1-сов 5) +a, (1 - соз а ) 


2 1 — + +a (1-со9 бт.) +. IRE) 


|, 2. п= ахах фаза. 
(HEAR) 














1. v=a (1-044 } +a: (1-с 好 ) 


3 — о +аз (1~co8 552) HORAE 


|, ` 2. rp=aiz2(1—sr)2+ayz=3(1- х) 
(ИЛЕ) 








1. s= a ( cos 5T 于 -cos ZE 





+а; { соз 520. соз? T: ) +... ENS) 


2. тар кая я) 


|, (ERAR) 
, 3, v=aix2(x-1)+a,x2(z2— nA 
| (ШЖ и) 











f | E1 xu, (5 тү sin 072 а ие de =0, 和 经 二 二 23 
将 上 式 积分 并 化 简 后 得 
_ 44 = ... 
q, = (л D EI M=1,3,5 


НЯ B УРДЫ АУ; 
_ 4ай 1ш, Ям 
e) = 于 ш T 
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这 个 结果 与 李 兹 法 的 结果 (6 КЕЛКИ, АЛЕН Г ос АХ, 


$6-6 虚 力 原理 的 应 用 
由 虚 力 原理 出 发 也 可 引伸 出 各 种 能 基 定 理 ， 可 用 来 计算 结构 的 约束 反 力 等 。 它 们 与 由 虚 
位 移 原 理 得 出 的 能 量 定 理 是 对 偶 的 。 
1. ЗЕЕ 
НЕВЕ ШЕЙШ ЕАУ, ЖИЕН ЧЕЛ ИЕН, DAP Е H w У АЯ 位 能 
ПЕ: 
П* = Ve У Р, (6-54) 
дор R, УВИДИТ СРЕЗ ИЕ), – Ут K.A, 称 
HAJARE отела R BEOR В Уд К,А, = ду RA, E 86 
y ДИ», дуе =>! Р,4,, МИ 
др+-25 Ю.Д, =08П*=0 (6-55) 


此 式 称 为 НЕЛЫН ЕН” р“ УВЕЛЕ", AAEN ел ЖА H* 5% 
小 值 。 
对 于 通常 不 能 发 生 位 移 的 支 座 , 囊 *=『* ,总 余 位 能 就 等 于 余 能 , 故 有 
dlls=áV*=0 (6-56) 
例 用 祭 位 能 驻 值 原理 计算 图 6-8 РЕЯ. 
解 ” 先 计算 出 各 杆 的 余 能 。 对 枉 1,3 {Т 
тер ТЕ 





У: Г: = БД Ед сод 
对 杆 2, 有 
yea ТУ 
ЭБА 


此 结构 中 没有 发 生 位 移 的 支 应 ， 故 卫 " = 下 "= 下 + + V3, 利用 力 的 平衡 条 件 2 /C0s6 
+T=-P T Т Emi T = (Р-Т)/2 0050,0 
TH (P-T) I TY P-D 














Пе БА"? асоб ZRA 2ЕА А4ЁАсо%й 
PRSE RERE але =r OT = 0,9 
əm Тр 1 P-T т , Ра 
T БА EA 20080 ` сб “0 (6—57) 
由 此 可 解 得 
_ P 
Т түс 


ПЕНИЕ AET EE ЧУ” ЖНОЛ*=0 的 方程 式 (6-57) 就 是 结构 的 





© ОРАУ ЕА ВЕНА О ЕН, 其 增 最 为 和 , 获 不 计 入 ， 正 如 在 位 欧 驻 值 原 至 
НЕЕ, ЕЛ, 
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ЛЕЛЕ t 
2. 应 力 能 原理 


НЕЕ, KITE 
дуж = УЛ, Р, = Дд Р +48 Р,+4,дР +... (6-58) 





由 于 在 发 生 虚 力 变化 6 PP:… 时 , 余 能 的 变 分 可 写作 ， 


дуж = ДА: p У" бр, + ©, 
1 


ev. IKT aP k... 
P P; ару ** 


bF dÀ (6-58: В 
(Sp- -д)ёр,+ (P> -4)8 P, +Í 2” -4)8Р,+ =. =0 


HT EJE КИНЕ SE, КОЁ} 





ау» д. Wt _„ дУ* _ A... 
аР, арР, ” ар, 5 
或 
əV* _ = 3. - 
СӘР, = 4; 1=1,2,3 (6-59) 


公式 (6-~59) 你 为 “应 力 能 诛 理 ” s “ВЕКЕ” ©, {КЕ Т АЫ ЕЛЕ ИНИ 35 fF, FT 
用 来 建立 力 法 的 方程 式 。 让 级 性 体系 中 ,VY* 是 力 的 二 次 函数 ,微分 一 次 后 为 力 的 一 次 函数 , 记 
以 (6-59) 式 就 是 力 法 中 的 正 央 方程式 。 

ЖЕКИРЕТ ЕЛ Р, REESE, РНК ЛЕКЛЕ, И] 

Ya _ 
- oP, = 4 小. (6—50) 
Жз ЖЕҢ ЯЛЕ 3 ГХК aka AH НУ ЖАЙ. РЕЖ, Н V = 
Т, ` 
и _ 
“ӘР, = 4, {6-61) 
НАЯ РЕЖ” ПН ЖЕЛ ERRAR ERER”. 

Е РУНЕТ КЕ ЖЕ ЖЁН ЫЛ» У 6-11 Е 
PE, #R29 13298, RARE ЧСК {УЕ НЫҢ, КАК ЕРЕ КРК, Ни, РНН 
ñi J: pJ; RE АЯ АЖ, 

应 用 公式 (6-59)， 显 然 对 和 外 约束 处 有 


ЭХ, =0 iai, See (6-62) 

式 中 VV* ЖАНА. PRVI V 分 别 为 梁 的 余 能 及 弹性 支 座 的 余 能 , 则 在 内 约束 
处 有 

_гу _ 

эх, — 


ду; 


-d ‘0х, =A, 


Ф HIENE Engesser) 1869 年 提出 ， 
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ү" Ж ү” ү Р, Р, 
7 х, | ү, к, 
t 
4 
TS 


图 6-11 


РУ = УТРУ, Ц 


əV* _ aV: ИНЕМ _ 
әх, “ӨХ, Т ag, S + A= 


因此 我 们 最 终 得 
ду" = 0 i=1,2,3," 7 (6-63) 


此 式 称 为 “最 小 祭 能 定 玫 ”, 它 下 朋 在 稳定 平衡 的 更 不 定 结构 中 , 当 外 约束 处 的 位 移 为 零 及 内 约 
束 处 位 移 协 调 时 ,多 余 约束 反 力 使 结构 的 余 能 为 最 小 值 。 

对 于 线性 体系 , 因 V. = V 18 

ar _ 
DXT =0 (6—64) 

此 式 称 为 “最 小 功 原 理 ”(principle of least work)， 即 在 线性 体系 中 ,结构 的 应 变 能 《表达 
为 力 的 丙 数 ) 对 约束 反 力 的 偏 导 数 等 于 零 。 最 小 功 原型 在 结构 分 析 中 十 分 有 用 ,特别 适用 于 更 
КЕД, ТЕЕ. 

#11 计算 图 6-12 ЧТК: О, ЛЕТ ВНЕ Я A UER РЕ АЗЕ АЕ 
中 力 。 





图 6-12 


解 ” 这 是 一 个 一 次 静 不 定 的 曲 村 出 架 , 它 有 一 个 多 余 纳 束 力 ,为 此 先 用 最 小 功 原理 来 求 抽 
此 多 余 约 束 力 。 
Ф 在 计算 本 例 和 下 例 中 的 辐 环 时 ,我 们 认为 杯子 的 曲率 是 相当 小 的 ,因此 可 以 用 家丁 的 公式 。 分 析 证 明 ， 当 此 和 的 曲 
率 半 径 大 于 杆 疡 而 高 度 的 15 РАДИ ЕН, ВИННИ АН, 
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让 十 此 轴 隧 获 柱 的 变形 将 是 对 称 于 中 心 线 的 , 赦 扶 柱 两 个 支 座 的 支 反 访 都 相同 , 设 总 为 支 
жай Ж Б.Н 为 支 座 的 水 平 支 反 力 ,由 静 力 平衡 条 件 可 得 责 = Р/2,ЖГЕ НАХ 
支 反 力 。 根 据 最 小 功 原理 ,HH 可 由 下 式 求 得 : 

ду _ Í M ам а-у 

ан EI ӘН 
式 中 М ЗЕТЕ, ЗОРИ, ВЕ АВ БН, HH АЖЫКЕ 
起 , 则 





Mt(s) = Hs,, DMG ы, 


E ВС ВБИ 9, 由 五 点 向 上 算 起 , 则 
Ms.)= H(Əd+ r sino) - RrU- соѕф) = H(d+ кіп) - Ë ra- cos p) 


MGD) =d+rsing 
于 是 


Әу. 动人 Н ses ds, + в 2 [Harrsin p 


_Р 
2 
由 此 即 可 解 得 召 。 如 果 а= ғ, 则 解 得 之 Н 


H= 6979 р. 
т 0.0598 P 


求 得 了 如 л, ЖЕҢ RE GAMS E RASERET РИН p= x/2 处 ,此 


-z (1—С05 p) kar rsing)r dp=0 





时 


Man = H (d+ r) — = 3H- x 0.0598 Pr— 0.5 Pr 


= -0.321 Pr 
Я2 计算 图 6-13 中 所 示 的 受 均 布 压力 q 作用 的 等 断面 回环 。 





2416-13 


— 129 一 


租 ” 圆 环 是 一 种 封闭 的 曲 关 架 ， 如 采 没 有 外 加 支 座 的 话 ， 它 将 在 静 力 平衡 的 外 力 系 下 平 
衡 。 在 一 般 情 况 下 圆 坏 任 总 斯 面 中 有 弯 抵 ， 前 力 与 答 力 , 故 为 三 次 内 甫 不 定 。 但 对 本 例 中 的 局 
沉 , 因 对 称 关系 在 圆 环 断面 中 只 有 弯 算 与 轴 力 ,没有 尊 力 。 为 此 可 将 圆 环 沿 水 平 轴 切 开 成 两 个 
ИЕ, МЕРУ М, AAT. ШТ 可 根据 静 力 平 衡 条 件 直 接 求 得 , 邵 


л 
f qšsino y do = 2 T 
ü 





ШЕЕ T= qr. 
ЖОНЕ М.Н, ЖЫ Щ ААВ фу s = yp НОЕ ВИА, 
由 国 可 知 , Ж ЛТ yE 
Ms) = M,- Tril- cosg) + Far sinp- a)r dz 
= ДЇ - ЧЕ (1 — 6089) + gr? – С05 р) = M, 
и ILAE ААТ H: куске, Р НН ДЕЛА Е, ET 


aV м ƏM, 
ам Er aM, 4 0 





o EI ӘМ, 


М, ("w 
|, = 0 
出 下 得 М, = 0, 

П БАТИ, ЗЕЛ: ЛЕН ЕШИКЕ ИЕШЕ SEAS НИНЕ, УЫ 
ЕЛ РАТЕ 4 ЧАИР ЗЕН. ОАА pit SSK GERA. В, Fl 
ЗЕ НЯ ЈУ КЕ, ШИНЫ 

=- 4 


os ~t 
T A` Å 


AF А AAR. HERKEN 
e= T f _„ 2 (бу) 
E ЕА 2 лу 
sih ór ЖИР, НЕ ЯНГ — q EA) 
3. ЕЖЕ 
НАШЕ ЖЕ (6-34) 5, ЖИНИ Ж — {їй Л Š PP = 1, 6-34 ЗЕ 
2,х15 0,002" (0°)а0 (6-65) 


式 中 {0"} ЖЕНЕ али о ERRA (Я РА? nit load msthod) 的 公式 ， 
可 用 来 计算 结构 中 某 一 点 的 位 移 。 例 如 对 于 梁 的 弯曲 问题 ,可 由 (6-64) = 导 得 梁 上 第 i 点 的 
位 移 为 





‚М ñ 
A= | Мм dz (6-66) 


Кф МУАЗ. Ма (ED = d0 XAK SEREGE, M° HIEI 处 的 
单位 外 力 引起 的 村 上 矩 5 内力)。 上 和 式 就 是 材料 力学 中 的 马克 斯 威 尔 - 莫 尔 积分 公式 。 
ЕН | КЕ ЕСИ ETIT В РА, ЖИ 
В. ВВ [2522 Г91,Г107%. 
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6,1 图 6.1 ЯН hos las 1, АНТЕТ А.И НЕ КУ УУУ ЗЕ Ж ЖАЛЫ © = ВИ є ДАЖ 
此 结构 之 应 变 能 及 余 能 。 





2 АИ 
45" i5" | 
1 
r 
jp 
F] 6.1” 
6.2 ДИЙДИ HIS 6.2 РН, 
Mi Mi 
8 EI к Ti EA T; 
| аи 
El б,2° 96,3" 


6.3 ТАЛ BFF, НЕО LETRA АС 6.3%), SEA pik ТАУ r E 
间 的 关系 为 





T, 


НН 


Н Н] 


6.4 ЯНИЕ б ih2 948 Н ИН ТИРЕНЕ. ВЕНЕРА 





ЖЕГЕ НП =. ena, 











Е 6.4" 


6.5 HERH AR 6,5°— a 8° ТИНА, (6,7 的 洪 ， 计算 时 取 vte) = аш? (1- 
ЕН 6.5° ТЕДИ tO) = ад? + аст? ЗВЕНО ARKEN ГВЕН Г, 








216.5" 716.5” 





à . š 
т mr 
2 | z 2 ` 
` 图 6,8° 


图 6.7” 
5.6 MFE- AERA 6,9 ТАТ ИКИ 2k, 





А 
了 了 1 
4 
#4 5.9" #16.10° 


6.7 MEHETEK С 6.10° нан E EP, CAREEN ERR A= 
PRED, 

6.8 ARR RRRA 0 ERNE EEST ERA, ERAR RA 
FORATE HE wz(z) ВИЕ Е us(z) 为 级 数 形式 )。 | 

6.9 ЖК 6,11° РИН Жил, ВЖЕ mR EAR c=1/(2E1), 并 


与 精确 解 进行 比较 。 计 算 时 取 оба) = o sing” tasin 200 + a i ВУ, 


5.10 用事 鼓 法 解 图 6,12° а 的 等 断 画 染 , 坐 标 系 统 取 定 如 图 。 
G) 试 对 下 列 函 数 进行 判 斯 , 鄂 些 是 适合 此 炽 的 基 三 数 , 说 明理 由 , а) v= oti - 2) ralio 2+, 


b) б=ал®+ orit s, O got- ~ ду оная -Dat ú (wt yett 


(2) 只 以 上 滔 数 中 选用 一 恰当 的 六 函数 ; 取 二 项 级 数 ， 写 出 外 力 的 力 函 数 及 迹 形 能 。 

(9) ЕЖЕ. 

(4) ДЇ ЖЕЕ 6.127 bih 5A 6,127 в НЕЕ КН 
等 方面 有 有 同 变 化 ? 





ы Г 
ГЕСЕ 


У 





6,11” pg 6,12° 
$11 ЛА ЕРНИ ИТР 6,19 及 6.14” ПН р RRA ERROR Ч 
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т.т 





k= БИН РНЕ bi РЕ L SHE TE ke Í, 


——— 


6.13 


$ 


АННЫ =. 





E 6.13” Е 6. 14° 
6.12 用 最 小 功 原 理解 奈 6.10° рун, рн Н] РЕ Z EE husk ат, Вн НЕВЕ. 





计算 图 6 二 "上 














ШЕ КЕШ, ВА P = аг , 曲 杆 的 断面 惯性 知 为 了 。 





— 


#5.15° 图 6.16” 


6.14 图 6.16° 中 之 等 版 面 加 环 ,在 集中 为 与 均 句 分布 的 前 力作 用 下 平衡, 试用 最 小 功 原理 解 之 《计算 
HER P 作用 点 断面 的 内 力 为 未 知 数 )。 











2 


Б 
о 


ың [+ 了 j h à А Ph š 
6. 芒 “已 乱 在 端点 作用 有 集中 力 P КИЙГИЗ vo) = pr (3-2) 





6.47"&) ,试用 位 移 互 等 定理 计算 图 6,17" h 中 的 县 车 梁 的 端点 挠 度 。 
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第 七 章 в 阵 法 
$71 基本 概念 
长 期 以 来 在 结构 分 析 计 算 中 一 直 用 力 法 或 位 移 法 来 解 静 不 定 鱼 构 ， 几 于 这 种 解法 总 是 要 
求解 线性 方程 式 组 ,因此 对 十 复杂 的 高 次 静 不 定 结构 ,在 求解 上 就 会 遇 到 困难 。 
电子 计算 机 的 出 现 ， 使 拥 方 程式 不 再 是 一 件 复 罗 的 事 。 然 而 从 电子 计算 机 应 用 的 角度 来 
泪 , 它 要 求 所 用 的 计算 方法 有 规律 ,建立 方程 式 有 规律 ,并 且 未 知 数 要 少 ,运算 方便 ， 以 便于 租 
序 设计 。 这 样 从 计算 方法 上 就 首先 考虑 使 用 位 移 法 ， 不 用 力 法 ; 从 计算 手段 上 就 考虑 用 矩阵 
运算 ,因为 全 阵 表达 的 方程 式 简单 ,明了 ，。 返 算 有 规律 适用 于 电子 计算 机 进行 自动 化 数字 计 
ЗЕ РИН B ga “НЕЕ” в Е ВЕЕ? (matrix-method)。 
20 世纪 60 ЕК, ТНА T ARTE ОГНИ СВОЕ 
个 简单 形状 的 单元 的 组 合 。 便 如 将 板 分 为 许多 三 角形 板 单元 之 组 合 (图 7-1a) ,将 亮 体 分 为 许 
多 矩形 平板 单元 的 组 合 ( 图 7-1 P)? 等 等 。 对 于 杆 系 结构 来 说 ,我 们 通常 将 它 拆 为 一 根 根 插件 来 
分 析 , 按 照 有 限 元 法 的 观点 ,器 然 可 将 各 杆 件 当 作 单 元 ,从 而 把 宇 系 当 作 一 些 杆 单元 的 组 合 {( 图 
?-lc。 因 此 对 杆 系 来 说 ,本 章 所 述 前 矩阵 位 移 法 也 可 以 说 是 有 限 元 法 。 











(c) 


(b) 
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ТАЛЕН А ОСЕ ЕЛ St iS Ju 章 $ 93-7 
中 叙述 。 为 了 便于 以 后 学 习 有 限 元 法 ， 我 们 在 本 童 中 将 有 意识 的 把 矩阵 法 向 有 限 元 的 一 些 程 
式 靠 拢 ,使 读者 在 学 了 这 一 章 后 能 够 在 已 有 的 位 移 法 的 基础 上 逐步 地 ,不 困难 地 过 滤 到 有 限 元 
法 上 去 ,以 期 达到 事半功倍 之 效 。 

为 此 在 本 童 中 要 引入 以 下 几 个 新 的 术语 与 概念 ; 

(1) “离散 ”(discretize) 一 一 在 矩阵 法 或 有 限 元 法 中 ,将 杆 系 * 拆 ”为 杜 件 称 为 将 结构 * 闹 
散 ”。 离 散 出 来 的 杆 件 两 问 应 理解 为 刚性 固定 的 ,但 此 刚性 而 定 端 通 常 不 画 出 来 ,此 外 在 集中 力 
作用 的 地 方 亦 常 进行 离散 。 图 ?7-2 中 画 出 了 一 个 双 跨 梁 离 散 后 的 图 形 。 

(2) 杆 元 与 节点 一 一 每 一 个 离散 出 来 的 杆 件 称 为 * 杆 元 ?或 * 单 元"(element), 杆 元 两 端的 
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点 是 * 节 点”(node)。 在 矩阵 法 中 ,节点 是 分 析 中 计算 应 移 与 建立 平衡 方程 式 的 对 象 , 故 要 把 它 
们 单独 取出 考虑 ,在 有 支 座 处 的 节点 ,节点 与 支 座 亦 应 分 开 如 图 7-2 中 所 未。 此 外 村 元 与 节点 
均 要 进行 编号 。 











Ë 7-2 BI 7-3 


ху, ол y-— B b ba 
(3) Ей FF ú ЖЫ КЛИК ЖА, PR AAA АШ» ЖТ ЖЕНЕ, Ж НВ 
等 问题 ,还 需 建立 一 个 总 坐标 系统 或 结构 坐标 系统 如 图 7—3 所 示 。 
(4) 自由 度 一 一 位 移 法 的 未 知 数 是 位 移 ， 即 杆 元 两 端的 位 徊 ， 它 就 是 节点 的 位 移 。 节 点 
具有 的 位 移 煞 叫做 “和 白 由 度数 ?外 ， 节 点 位 移 常 用 短 阵 {6,} 表 示 ， 其 中 的 元 素数 就 是 自由 度 
数 。 对 于 某 一 杆 元 1 一 了 ,其 两 端的 位 移 常 用 矩阵 : 


д, 
Co 人 
368, ж у 
O а О CR 039 ЖЕН ЩИ АЛ, Mi 
中 的 М, Nis Mo Ny ЖЛЕ ИШЕ СР) СРУ) ЖО, mulli, 


{Е} = ñ } 


F BDM О ЕЯ p — Eo 

(6) ЕДИНЕНИЯ НУРС НА, ED 

{Е,,) =ГК°(8,,) (7-1) 

РГА IRA ДЕЯН БЕ” (stiffness matrix), 

ГОЯН, MA з УК Л ЖЕШ МЕНЕ ЬЕ, 坐标 转换 等 将 在 以 后 分 
别 介绍 。 

本 章 中 关于 撼 阵 法 的 计算 内 容 主 要 包括 以 下 部 分 ， 

将 盾 系 离散 为 杆 元 与 节点 ; 

B л. ЕЖЕ; 

以 各 节点 为 对 和 象 建 立 平衡 方程 式 ， 

求解 平衡 方程 式 得 节点 位 移 即 杆 端 位 移 ， 

由 杆 端 位 移 求 出 杆 元 的 内 力 与 变形 。 





O 节点 的 自由 度数 并 不 是 结 沟 的 动 不 定 次 数 , 后 者 是 结构 中 全 部 节点 的 独立 位 移 数 。 
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$7-2 杆 元 的 基本 类 型 


一 般 来 说 ,一 个 空间 村 元 的 节点 有 六 个 位 移 , 即 六 个 自由 度 ， 相 应 有 六 个 端点 力 。 现 不 考 
嵌 一 般 情 况 , 仅 就 平面 杆 系 中 可 能 遇 到 的 情 记 先 作 介绍 。 分 析 杆 元 时 ,局 部 坐标 采用 右手 坐标 
ж 8 并 暂时 省 去 5585 Е, Осуа НВС 
箭头 矢量 ) 沿 坐 标 轴 的 正 向 表示 出 。 于 是 有 上 以 下 几 种 基本 类 型 的 杆 元 节点 位 移 与 端点 力 和 如 表 








































































































Ж 7-1 
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| ш rea TEATE 
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1 | 
Dx: Mz: 
2 | 扭转 村 元 | | 
Ёк) Му; 
ыы. _ _ _ ; a- 
— o | | 
шщ Мн 可 作为 XOF 
| И" k: === ва М | vaasa 
的 弯曲 秆 元 9, Nag .. 
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ы 1 元 
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z Math; 
` ы и: |. х, | 
5 НЯНЯ: Го) fri (М. 133 
je Tzi 
Ру Nyi 
| | | р, _ N pio) | toag Ма; | 
M, (0,:) Mair) [9з {Мз 
， fyi Ми 
a wi Ми 
бу! Myj 
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БИШИ, TEMERE IRMA Елдин ЧИ ДҮ БАЙ S plk BERRE, E 
该 会 给 程序 设计 带 来 困难 。 
$1-5 杆 元 的 刚度 矩阵 
木 节 我 们 要 来 叶 出 村 元 的 刚度 息 除 ， 即 杆 端 力 { 玉 4,} 与 节点 位 移 f6) 之 间 的 关系 式 (7-1) 
WEK], HESTIA, 连续 潜 、 刚 架 必 板 架 中 的 村 元 为 苛 本 杆 元 1,2,3、4 之 组 合 , 放 求 出 了 
此 四 种 村 元 的 网 党 匈 阵 就 能 得到 实际 结构 中 所 需 的 秆 元 刚 讶 矩阵。 


1. Ж ж#н Е Ж 
(1) НОЕ 7—11 ИНН T. T, ТП ЕГИ ТИЕШ Р 
WAEA t t, ЕЛИ. WA 一 全 ,= T, ERIEK м-н, 于 是 有 应 


ЯЁ, 
+ 


ш-н б _ Ta 一 T, 
LO Е EA EA 
从 而 得 
Ты І -laai 
т Лл АЙА 
喜 得 刚度 年 阵 为 
МИ 和 (7-2) 














Е 7-4 Ё 7-5 
(2) 扭转 杆 元 :对 于 图 7-5 中 之 杆 元 ,两 端 之 扭矩 为 Mso Ma WAA 0.,,0.3, 均 按 正 问 
证 在 图 中 ий 一 М,; = М.» 





67.7 G], 
从 而 得 
M; 1-1-8 
мы Г.А ' 9.; } 
и 1 


ка] (7-3) 


(3) 200 HINA НЕ СС 7-5): 此 种 杆 元 的 端点 力 与 节点 位 移 间 的 关系 可 直接 利 
Яа Н АЯСА ОК 5-13,5-14) ,在 本 各 的 符号 规定 下 有 
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, 
re С 22 
Mal El, | 

i: 
Nu 
| 
М. р ` 








6 _ 12 
- -j 
6 
4 一 w; -- 
12 
= 
对 称 


式 中 4x4 的 方 阵 即 为 2O3 TE Р; БШ РЕ ЯНЕ, 


(4) 202 平面 的 弯曲 杆 元 (图 7 ,7) 


м sikher) 


` 


Мы) 














у 
Рӯ 7-6 
同样 应 用 第 五 党 的 结果 ,在 本 次 的 符号 下 ,有 
My | 4 --{— 2 
12 Б 
N. i EI, в ТР 
Г. 
Му 4 
А Nyi) _ ХИ 
荆 中 4Xxt 的 方 阵 即 为 2Oz 平 面 内 弯曲 什 元 的 刚度 第 阵 。 
求 得 了 上 述 四 种 革 本 村 元 的 出 度 阵 后 ,不 难得 到 ， 
‹5) 平面 术 架 村 元 的 刚度 矩阵 
Ти 1 0 -1 fs 
Ny: БА 9 O о 012, 
Taf r-i o 1 ofli 
Ny; оо обо, 
(6) УНИИ +3) 
T, s rA 0 0 -А 0 
121, 61, 121, 
М, | Fg Fi 0 = = 
| | 
М.; Н в 41, 0 „êl 
Н 
Ts A 0 
М _ 191, 
yi | 对 称 Ë 
Mear \ 
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2 1 бн 
|, 
4 2\68, 

















(7-4) 







(7—5) 


(7-6) 


(7-7) 











Ap 6 x 6 BJ EELA BJ E EE 
ВИДЕН АУН ЕР ЕЩ А В „№ А = оо, 
(7) ЕЕ л ВОКЕР Р (2+ 4) 


























и 
М» К „д ір ° ЖЛ 
М» 4l, - 0 0 21, в, : | б, 
N| E U В Mb Q, 
М. nip 0 0 ы | 
Му; 对 称 41, 1, lg,, 
N mj J ~ 121, А ; 
(7-8) 


дин 6х6 HA ЖБИ ШЕН, УН, С = EE/2(1 +a) 

ТЕШЕ RE A RAR E Ш Л, = 0, 

2， 杆 元 刚度 矩阵 的 性 质 与 分 块 字 和 矩阵 

由 以 上 结 困 可 知 , 杆 元 刚度 矩阵 是 对 称 方 阵 , 生 对 角 线 上 的 元 素 为 正 什 。 

为 了 以 后 建立 结构 平衡 方程 式 的 需要 ， 下 面 将 择 元 刚度 矩阵 分 为 四 个 字 矩阵。 为 此 将 
(r Y= [KK*J{5,} 改 写作 : 

F, К.К. д; 
REEE 9) 

Е, (ЕЯ, К НЕ, д} ,{6)} 分 别 汶 节点 2,7 МНЕ, {Ки}, 
{К}, {КК} BAE TAIERE PEM. РЕ ВНЕ я ИЕ, BEES 
nxn УЕ, 3 E H РЕ ЕР, нк, 





[K] = [K, Jt LK.) = [КА] = ГА, т (7-10) 
3， 虚 功 原理 的 应 六 
杆 元 的 刚度 年 阵 亦 可 用 虚 功 源 理 导出 ， 更 以 图 ?7-4 中 的 控 ( 压 ) 杆 元 为 例 来 说 明 推导 的 方 


法 。 
先 将 杆 元 的 应 变 e 用 节点 位 移 {5.)} 表 示 , 因 为 有 


可 简 记 为 
{er =[B Hå} (7-11) 


AP ГВ“ LEER, ВЕРИТЕ, 
E И; 
e= Её= 了 了 下 一 и} 
或 记 为 
. {с} = [D] {=} = LDILBI{S,} (7-12) 





рука”, 
ЗОВИ АНА ДЕ {6} = СВ. т Пя 
W =T atit Tariy (Руд) = ды Е} 
EERME 
-| (olrfzjd9= | rioan 


式 中 {2} =ГВ1 {0}, TE 
Ӯ (03,9781, )40 
JE ja Й = P дааа, 1803615500 R Ex РРР ЭРОН 
积分 号 之 外 ,这 样 有 
[š , CIF, y = (Š, y" [| гВрр1 [8148 |a, 
由 于 СИЕ, 
{Fs}= [| IBFD] IB) aA |ð; 
ERY HE B RLA Bl Е EE БЕ. 
ск = | гВүгргВ140 (7-13) 
记得 的 刚度 矩阵 公式 (7-13) 具 有 普遍 性 ， 它 适用 于 一 切 杆 元。 对 于 月 前 讨论 的 拉 ( 压 ) 杆 
元 ;将 FEB]I=[-1 ПИА, И 
—1 EA 1 1 
(К°й=ЕА| +| jpe- ides 55 
| |. |] Í | ,| 
对 于 其 他 类 型 的 杆 元 ,例如 Oy 平面 内 的 弯曲 本 元 亦 可 以 用 公式 (7-13》 来 求 其 刚度 Е 
ВЕ, 但 必须 首先 求 出 几何 逢 阵 E.BI, 读 者 可 和 参 阅 一 般 的 有 限 元 书籍 ,如 [12]。 


$7-4 结构 刚度 矩阵 
本 节 研究 结 物 的 平衡 方程 式 。 贞 于 矩阵 法 中 平衡 方程 式 是 对 节点 建立 的 ， 所 以 先 需 对 节 


点 力作 一 说 明 。 

1. Жал 

在 土 节 中 已 经 求 得 择 元 六 ЇЇ КАЛТ ЛУ ДАУД Н ЖАНЕ, =K {0}, 

F, Ky Ки ò; 
(5 = : Кая | 8; ) 
式 中 
д j, 
{Ро = LEK: Ks L tF) =K кул}, | (7-14) 


由 于 节点 为 与 杆 端 力 互 为 作用 为 与 反作用 力 , 故 因 节 点 位 移 引 起 的 节点 力 为 ~- {К}. 4 
果 桂 元 上 还 有 分 布 荷 重 , 则 村 元 的 杆 端 力 应 为 {2} 加 土 相应 的 轩 端 力 {了 了,} : 


Bafi} 
1 


ЖИА ЕЕ rOy ИДИ 20,1781 


P= 18). {Р = Гү] 
此 时 节点 力 为 {Fw) (Pi). 

如 果 杆 元 上 有 集中 力 , 因 常 在 集中 力 处 将 结构 离 茹 ,并 把 集中 力作 用 于 节点 ， 故 集中 力 不 
引起 杆 元 的 固 端 力 但 在 节点 力 应 把 它 加 入 3 对 于 支 座 处 的 节点 , 支 反 力也 是 直接 作用 于 节点 的 
集中 力 , 因 此 一 般 情况 下 ,节点 力 包括 有 ;一 < 琴 ,} ,一 Bw} 以 及 节点 上 所 受 的 外 加 集中 力 或 交 
友 力 。 有 除了 一 {jy} 之 外 ,我 们 把 其 余 的 力 用 符号 {Pss} 刍 括 之 ,并 称 为 节点 的 外 载荷 矩阵 ©, 
因此 有 节点 力 为 

Е, Р, 
{Е} + {Pi} = [z Pig | (7-15) 

2。 和 节点 力 的 平衡 方程 式 

有 了 上 述 节点 力 的 概念 ， 即 可 对 结构 浅 节 点 建立 平衡 方程 式 。 在 和 矩阵 法 电 ， 我 们 先 不 管 
结构 实际 前 支 座 与 约 宁 ,和 而 是 先 将 各 节点 的 力 的 平衡 方程 式 全 部 列 出 ,然后 再 考虑 约束 处 理 ， 
并 暂 限 于 讨论 无 须 进行 坐标 转换 的 连续 梁 结 构 的 平衡 方程 式 。 

仍 以 图 7.2 中 的 连续 梁 为 例 , 设 杆 元 1-2 为 中 ,2 эв, 3-4 N, enama 


Ет КФ КФ д, 
FP, КФ KW N 7 
Egs È wC 
ЕР, KE KY ð ， 
EE EIE аз" 
节点 工 的 平衡 方程 式 为 
-(FPY+IP)=0 


СК | К] {а |= (7-16) 


В, - NQ 
а | 
РЫУ у ГЕЛ, Ма 及 МР Дн ФТИ 58130 9838. 


节点 2 因 汇 交 杆 元 四 和 加 , 故 其 平衡 方程 式 为 
{FP} {ЕР} +{Р;}=0 





@ РГА Баноми" ЖАЛ", РЛС Иа E 
HR SETET „ЗЫ Т.4, 
— Е — 











4 
[Кр Кр+КФ вту 6, (= (P) (1-17) 
al 
6х1 
式 申 
R,- № 
Paf ge} 
© lag 


节点 3 汇 交 杆 元 人 和 国 , 故 平衡 方程 式 为 
-Ti+ 人 =0 


或 
д, 
[KP К?+К® KPN б, =(Р,) (7-18) 
хв эх 
д, 
Erxl 
式 中 
Р 
(Po } 
节点 4 的 平衡 方程 式 为 
-{FP}+{P,}=0 
或 
í д, 
(8) = _ 
тко) {6 ро (1-19) 
4*1 
式 中 
R, 
(Po 0 } 
将 (?-16)、(7-17)、(7-18)、(7-19) 由 式 合 并 ,得 整个 结构 的 全 部 节点 的 平衡 方程 式 为 
m: КЗ : : (àN ГР: - 
Kp i K+K: Кр а, 
ани Ге IPA [= : (7-20) 
: Ks | KorkgiKg ls | P, | 
үле" : жая алжы ванна : ... Ko КР) а, \ Р, j 
8x8 Hxl axi 
或 可 简 记 为 
[KI{6}= (P) (7-21) 


APLIKA AAMER R ДИП”, ERRI АПУ AA PRR Ж 
Ж, 
PR НЕТ ЭЗИ sk R REE B: E: Hi Ф-Н SE ВЕНЧАН РЕВО д = 05 E Pl Ti 
成 ， 子 短 阵 下 标的 数字 决定 了 它 在 总 刚度 矩阵 中 的 位 置 , 第 一 个 下 标 决 定 了 它 在 总 刚度 矩阵 
中 的 行 ， 第 二 个 下 标 决定 了 它 在 总 刚度 矩阵 中 的 列 ， 两 个 下 标 相同 的 子 矩 阵 在 总 刚度 矩阵 的 
同一 位 置 中 相 夫 。 这 一 做 法 叫 艇 子 姚 阵 * 对 号 入 座 " 组 成 总 刚度 短 阵 。 
在 矩阵 法 中 ,总 蜀 庶 矩阵 得 到 了 就 等 于 得 到 了 全 部 节点 的 平 街 方程式 ,因此 建立 总 刚度 扼 
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阵 基 十 分 重要 的 。 

3， 结 构 刚 度 矩 阵 的 性 质 

通过 以 上 和 分析, 可知 总 刚度 矩阵 有 如 下 炸 质 : 

(р 结构 总 刚度 外 阵 是 对 称 方 阵 一 一 由 于 杆 元 刚度 阵 具 有 公式 (7-10) 所 规定 的 性 夺 ， 即 
子 短 阵 与 其 转 置 矩 阵 相等 ,并 生子 矩阵 及 总 是 进入 总 刚度 矩阵 的 对 称 位 置 , 记 以 结 桔 总 刚度 第 
ШОКЕ, ЭРЕР ЕЕЕ ЗЕТ ЕУЕН БРЕ РНЕ А ВН 
HETE Mo 

(2) AiP ИЕ ERE E ARR :—— АК EERE RTG 
Ж ӘЗЕР ЛЕШЕ ЕМ АЯ, 从 而 形成 了 一 个 带 状 区 域 , 带 
状 区 域 的 最 大 宽度 吧 做 “带宽 ( 图 7-8) 带 状 区 域 以 外 的 元 素 以 及 
带 状 区 域 中 的 一 些 元 串 均 为 零 , 因 此 和 手 阵 中 有 大 量 的 零 元 素 , 即 形 
成 了 稀 朴 第 阵 。 在 计算 机 计算 过 程 中 ， 总 刚度 短 阵 中 前 非 堆 元素 
是 要 储存 的 ,根据 所 论 的 特点 ， 我 们 只 需要 情 存 矩 覆 中 * 半 带宽 ”? 
包括 主 对 角 线 上 前 所 有 非 稚 元 素 。 因 此 为 了 节约 计算 机 内 存 ， 总 
一 一 闭 度 矩阵 的 带 状 宽度 将 越 小 越 好 ， 这 总 需要 合理 砷 编 排 节点 的 号 

F 7-8 码 。 这 是 因为 结构 中 各 节点 仅 与 它 相 邻 的 节点 《通过 村 元 相连 的 

节点 ?直接 发 生 力 与 位 移 前 关系 ,因此 杆 元 两 端的 节点 号 码 营 值 越 大 ， 则 形成 结 攀 总 副 度 矩阵 
的 带 状 宽度 也 越 大 。 








图 7-9 

为 了 说 明 这 一 情况 ,参考 图 7-9 中 的 刚 架 结构 ， 它 有 10 个 节点 ，12 个 杜 元 。 当 节点 号 按 

图 7-3(a) 中 所 示 排 列 了 时 ,总 刚度 矩阵 带 状 宽度 远 比 节点 导 按 图 7-9(Pp) 排列 时 要 小 多 ， 因 此 取 
网 7-9(a) 的 节点 号 是 有 利 的 。 


$7-5 约束 处 理 及 例题 


我 们 坟 去 讲 位 移 法 时 ,总 是 先 根据 结构 及 共 约 束 情况 首先 确定 有 几 个 未 知 数 (未 知 节 点 位 
移 数 ) ,然后 拆 针 对 未 知 节点 位 黎 来 建立 相应 的 节点 力 平 衡 方程 式 进 行 求解 ， 央 此 未 知 数 的 数 
目 始 终 与 方程 式 的 数目 相等 。 在 矩阵 法 中 ,正如 上 节 中 有 所 述 ,我 们 一 开始 就 对 全 部 节点 列 出 所 





包罗 人 9 中 的 阴影 部 分 天 示 矩 阵 的 带 状 区 域 , 带 状 区 域内 的 零 元 素 未 空 出 ， 
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Ят АР В PE ОА АН ПЕ) ЕСИ Г, А ОЕА Н ВЕЕТ АШИ ЕН, ТЇП. 
ЕЕН Т Ж 77, ЖЯ ЕЩ РТВ ЯЛЕ НЕНИЯ, Н! 
Ж ЖЕ ЖЕЙ, THPT CREE PER E ЯЕ Е ЛЫЖ: ВР НИ a tE Ra urin МЕ, РА ЕР ЖР 
ЖЕРЕН GEEAE PEES рар BE, пре At P RER AEI Фо ЕУ — ЛЕ НАК, АКН 
ЖА н ЖЕЙИН “РИ ЛЕН”, 

现 先 以 上 节 的 连续 潜 为 例 ， 说 明 约 束 处 理 的 方法 。 据 据 上 节 得 到 的 方程 式 〈7-20》 , Ж 
före (Ah {Pir P FATRA E Т. 














/ 05 ГЕ, - М. 
вл) -ER | 
ó. Ro М 
д. - Ма 
ЫР (7-22) 
0,4. 0 
= v, | № | 
|| ||] б у Ó 


НЕЖИН, 1,2,4 ДЕЙ ЖИЕН РИН НР, ku =2,=0.=0, Я И ЕТУ, 把 
等 于 零 的 位 移 与 非 零 的 未 知 位 移 分 别 排列 如 下 : 

















r - Мо. 
| -iy | 
Р 
i 0 
| = о (7-23) 
Ri- NQ 
| R-N 
` Р, 2 
或 可 篇 记 为 
: Kan P 
É : -2 SEA 4) 
Kya М Куз д Ps 
ШУ {0} =0, 故 由 上 式 得 
[Ка 484} = {Ра} (7—25) 
及 
[K,.1(ó,) = {Pe} (7-26) 


于 是 出 (7-325? 式 可 以 求 出 未 知 位 移 {8.}， 当 {54s} 求 得 后 可 由 (7-26)? 式 求 出 包括 未 知 支 反 
ЯН {Рая}. 

PCB Jy (7-05) ЕЕ ЛЕН а (7-22) НИЕ р, p, b, ВЕ) S B 4112 XI 
EHAR, w Wikul rS (7-22) 进行 “约束 处 理 ”。 经 过 约束 处 理 后 的 方程 式 ， 即 
《7-25) 式 ,就 可 进行 求解 。 

因此 对 于 缚 居 中 刚性 势 束 的 约束 处 理 就 是 从 结构 刚度 矩阵 中 划 去 那些 与 零 位 移 机 应 的 行 
和 列 。 居 到 这 一 点 并 不 困难 ， 只 机 在 程序 设计 中 在 总 体 自 由 度 编码 时 对 零 位 移 的 月 出 度 工 路 

— 144 一 





bL, ТРН, РЕЖЕ Н ЖЕ u BE ЕИ МЕЛЕ КЕ И ЖЕТЕ Ж? 自由 度 有 关 的 
行 和 列 元 素 , 从 而 达到 划 去 这 些 元 素 的 目的 。 
对 于 弹性 约束 ,多 师 弹 性 支 座 与 弹性 国定 端 , 则 人 情况 疹 所 不 同 。 设 网 7-2 中 连续 加 节点 2 
ARREA EE HAERA К, = 1/42, 则 方程 式 (7-22) 中 的 第 三 个 式 子 将 变 为 
kati t k, Ü. t ka D, +." = - Аш. Л 
ЖАН - Күр, 移 至 左边 与 kut 的 项 合并 ,得 
kati + kabait at Koute- М 
[ЖШ ЖЕ 7-2 中 连续 滩 节 点 4 ab ЗЕЕ, ARERR К.=1/а., WA 
程式 (7-22) 中 的 第 八 个 式 子 将 变 为 


kat + Аба T T+ Ай, + зб = -К,@„, 





kap t Кый + -- + karta + (K a TK 00. = 0 
因此 老 结 构 在 相应 于 第 个 位 移 分 景 处 有 刚性 系数 为 К, 的 弹性 约束 ,就 只 要 在 结构 刚度 
矩阵 中 把 琴 , 加 到 相应 于 第 s 个 位 移 的 主 对 角 线 上 的 元 素 上 去 ,而 在 相应 于 第 5 个 位 移 的 节点 
力 中 不 必 考 虑 弹性 约束 的 约束 反 力 。 
有 时 结构 中 某 :- 个 节点 前 位 移 ( 例 如 第 7 个 位 移 分 芭 ) 要 规定 等 于 某 ~- 特 定 的 值 Br (强迫 
位 移 ), 这 时 可 采用 下 面 的 方法 : 先 在 节点 平衡 方程 式 ( 相 当 浊 7-22 式 ) 中 写 出 第 7 个 方程 式 ， 
设 甘 形式 为 





kadit kadate kod, t+ Tk d, = ВР, 
现在 把 这 个 方程 式 右边 的 外 力 项 用 一 个 大 数 例 如 10981, 来 代替 ,同时 在 方程 式 左边 的 上 -dr 
项 也 滋 以 大 数 102 ,这 样 上 式 变 为 
kad, + Кый, tee +10 d tee tk da= 09k. d. 
内 于 式 中 共 余 项 远 较 10294,0, 为 小 而 可 林 计 ,这 就 可 使 得 第 ”个 位 移 d, =d, 
ВЕН НЕЕ Аж НН, N Ир 
ЖЕНУ РЕ m д AER ВЕ ОДЕН. Я 
如 图 7-10(3a)? 中 的 出 架 需 化 为 图 7-40(b)? 中 的 计 筑 疼 形 ; Г 7-11(а)РИДИ Ж ТШ 7-11( b) 








ИЯ, 
Pa Ч — F 
p 一 一 — 
(a) 
p— Г” (а) 
| Pe 
Р — š 
(b >) 
[317-10 [3] 7-11 
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经 过 约束 处 理 后 ;可 求解 入 点 平衡 方程 式 得 节点 位 移 , 从 而 可 求 出 村 元 的 杜 端 力 和 变形 ， 


下 面 是 几 个 连续 滩 用 矩阵 法 求解 的 例子 。 














例 1 计算 图 7-12 中 之 双 路 当 ， 梁 两 端 为 网 2 | 
EEE Ч {н > ЖЕУ ШЙ ТЕ ЖИЕ ‚ЭЁ SR E ЖЕ F. S ”加 2 
有 集中 力 Р, ВЯ {=2,5ш; 了 = 1200 ст“; К, 
Р=80 КМ, [ШЖ PE TPE BSI] Е £ ОШ ЯК, = ， Г 
о a 
11.71 E/P = 1799 KN/m, I 
№ ЖЕҢЕНИ 2 个 丁 元 ，3 个 节点。 У 
此 两 个 杆 元 的 刚度 矩阵 均 可 按 公 式 (7~4) 写 出 为 图 7-12 
12 6 : 12 5 Š 
Ë гір Г | 
6 6 1 
` {7 4 71 2 KP КФ 
KOJ- ГК = £#Z ння өөө, көө. =| N " ] 
12 f _12_ КУ Кр КЫ 
тА I р { 
| 6 6 
К КФ 


= | ко KP ] 
于 是 按 下 式 计算 结构 总 刚度 和 矩阵 





[KT Ki 
[Kl= = | KP KP +KP 
KẸ 
后 * 可 得 节点 平衡 方程 式 为 
в 12 
Ë { р 
6 6 
-] 4 — Г 
12. 26. 24 
EI ` PË { Ë 
{ 6 
{ 12 - 
i 一 = 一 
_в. 
{ 


РЕ АД ЯЛЕ, р, =, =u, = 0 


划 填 第 1.2.4.5 
3 个 元 素 中 去 
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ПЕ 
| 
| 9. | 
12 6 |! 
TOE p % 
5 р 
> тр 2 1 | 0., 
12 6 | 
EE ПА i Vs 
= ; 4 | 0,, 


Ко 
Ко 











R. | 


М», А 


= 0, X83822 38 0..= 0, пс ЕЕ 


:6 行 和 列 ， 再 将 节点 2 ЕВЕ K, 加 到 刚度 矩阵 中 第 3 行 的 第 


‚Ий Жө, 的 一 个 方程 式 如 下 ， 


( 2: EL, 


+К, уа =Р 


或 S24 +11.71)9, = Ë 
НИЕ 
Бу= 0.02847 =1.46 ст 
杆 元 1—2 的 端点 为 为 


























Аш < f 
12 6 12 6 

| Na = Г 一 E í 0 一 0.356 | 
6 6 
|Ма Е үз 4 -— 219 p. = 0.168: | 

` | w | i 
Ny | 一 22- 一 н z. 一 7 | za ， 0.336 
М») | + 2 -= 7 - 4 Ко, | —0,168/, 

杆 元 2-3 的 端点 内 与 村 元 1-2 的 端点 力 对 称 ， 
— 就 不 再 计算 了 。 


Я2 计算 图 7-13 中 受 均 布 荷 重 的 双 跨 
3 ^^ ЩЕ КЛЕН L МЫ Г. 


























КОШ М ЖЕЗДИН ШОЧ 2 个 杆 元 ， 31 
i Ао ПЕНН, 
у HT ЖЕНЕ К. ЖИ ЕЯ iy 
图 7-13 双 跨 潜 相 同 ， 故 其 刚度 矩阵 亦 必 然 和 上 例 中 相 
洒 , 为 此 不 再 重复 计算 而 交接 利用 上 例 中 之 结果 ， 
Г 12 6 12 6_ ` 
= 1 к 1 
ав о | 
12 6 24 12 6 
ЕР ОРО 7С} р 0 сү 
{ 
£ 2 0 8 -一 2 
12 8 12 6 
P Tl пр 
вата 





DALRA ЖЕЛТ Ai in РОВ ИЕН ЁК ИДЕИ Л. АННЕ: Lo Ai E J Б] 29 
жж 


yo po- Q po. go © 

Жо а 9, Мр=-Му=--Ө- 
кин Q= 01, HHR 2, Ж 

Ат Ате? Q Fi М“? Q: 

全 国生 于 


闭 端 为 之 负 值 即 为 等 效 节 点 力 ,于 古 得 此 双 跨 梁 的 节点 力 平 衡 方程 式 为 
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р СВ Г. 2 
6 6 
w - рт 2 8... 
12 6 24 12 6 
ЕФ і Ё TP г 
Г | 
3 5 у а 5 о а 
12 6 12 6_ 
Р I j i % 
| 6 6 
l + : аа 
-1 Qi+M 
12 RI 
Q + R, 
$ 
10+, 
1 
= 52 Q 2 


现 进 行 约 束 处 理 ， Ма =, = b,= 0, = 0, 故 将 上 式 中 划 去 第 1.2.3 和 5 个 方程 式 ， 得 


8 2][ #„ 0 
EI -] 1 
A eHe | 


解 此 方程 式 ， 得 




















42 
т а АЛИППЕГЕ: 
x бё O-R O H 
Mal ы r 4 -Ê а о ‚|7139! 
„| б-а зр зрә | зо 











ye и 12 _6 22 6 | ` | | 1 | 
| і 

x 

| 

| 

| 




















= 
= 
一 一 -一 . 一 








通过 上 面 的 例子 可 元 ,在 系 阵 法 中 ,变换 钴 构 的 受 载 情 况 或 支 座 约 束 祖 沈 ， 对 结构 总 刚度 
和 抢 阵 没有 影响 。 在 计算 中 只 需 对 外 力 列 矩阵 做 相应 前 改变 ， 或 在 位 移 的 约束 处 理 中 做 相应 的 
改变 就 能 反映 不 间 的 外 访 或 不 辣 的 到 座 约 束 情 况 。 这 样 ， 对 同一 结构 可 以 方便 地 对 不 同 状况 
进行 反复 计算 ,这 亦 是 抢 阵 解法 的 优越 性 之 一 。 


$7-6 坐标 转换 
在 87-3 中 导 得 前 单元 刚度 阵 是 对 应 其 本 身 举 标 系统 的 ,表现 在 {Fis}=[K*]{6.:} 中 的 
{3} 及 {64} 中 的 力 与 位 移 均 是 没 局 部 坐标 对 的 坐标 轴 止 疝 规定 的 。 对 于 连续 梁 ， 因 各 杆 元 
在 同一 直线 上 ,因此 在 对 节点 建 开 半 衡 方程 式 时 就 可 以 用 已 有 的 { 玉 ;;} 直 接 相 加 。 对 于 蜀 架 及 
眠 架 结构 ,因为 各 杆 元 不 在 同一 直线 上 ， ДШ 的 


= £ 
平衡 方程 式 时 必须 先 将 节点 力 经 过 坐标 转换 ， 统 
= ишенет 能 相 加 。 
.坐标 转换 关系 
¿amr з, В 0292 WIPER, Oxyz 为 
эк. АЧЕН. {Мы ЖДЕТ РЧ ЛИП 


位 移 的 坐标 转换 ,为 此 考虑 图 7-14 中 的 坐标 ОУ? 

Æ 7-14 及 Oxyz, 它 们 之 闻 相 差 一 个 角度 a， 此 a 规定 自 结 

Атай Оз 硕 时 针 向 转 到 局 部 坐标 轴 Oz НЕЕ , l z 角 的 秋 撞 与 z 轴 正 向 一 致 时 为 正 。 册 
证 全 与 0Oz 方 癌 一 致 , 故 在 推导 平面 内 的 坐标 转换 时 训 将 已 与 口 考 虑 重合 。 
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现 考 岂 一 矢量 了 , 它 痊 总 坐标 系 中 的 分 量 为 2,9 ;在 局 部 坐标 系 中 的 分 量 为 多 , 9, PEH 
Ё 7-14 中 的 几何 关系 可 知 ， 


р=®соза-6па, Y=F sin a +Y cosa 


PETH = 


2。 力 与 位 移 的 坐标 转换 
将 坐标 转换 关系 47-27) 用 于 各 种 类 型 的 村 元 ,所 关 交 方 癌 的 为 (或 三 估量 ) т,У ИН 的 
ПВО ААТА ЕЧ а БИЛАРА: 


ШЕ ==, 


эта cosa 0 





cosa -sing ] 


0 0 1 





























Т СОЗ a — sina: 1 [2., 
w. sin а cos а : 0 Ny 
erases p = | +... +. ааа кажа ква тив жалоба за ава ере я те өз (7—28) 
т. : cosa -sinal T; 
КИ | | 0 : Sing соза М; 
对 于 平面 刚 架 杆 元 ; 
Т cosa -sina 0; ГТ 
1 Ny | | эта Cosa 0 : 0 ТА, 
"Мн | 0 o 1: | Мы | 
| = = шин н нйн нн н н нын нн. сөен |р өне (7-29) 
| Ту, | ;cosa -sing i Г,; 
ЕХ | 0 isina cosa 0| NN, 
Mj > г 0 0 Ма 
对 于 平面 板 架 杜 元 : 
и 7908 а -Sinag p : М.у 
| My | sing Соза 0 ; 0 М; 
Ма | 0 о I; |! 
| өбө Г = | нуна жа ак жа аки Жл аакка жады наи зак как, өе (7-30) 
| М; | : С08 а ~Sing 0|. М; 
| М, | | 0 гіпа cosa 0 My; | 
Ne N о 0 1, ЗМ,” 
节点 位 移 的 坐标 转换 相同 ， 克 一 般 地 有 
{Fs}= ЕТ HF uh = ETHS} 
& | (7-31) 
{Р‚}=ГТИФ,,} 
НЕТ] же, 
о cosa -sing 070 
ЕТ] | | [4] = Ё a cosa | (7-32) 
Е 0 0 1 


з. 本 元 刚度 矩阵 的 坐标 转换 





cosa -Sinw” 
T aT ARL] | |. 
сова 


sina 
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ЖҮРУ ЖИЕ ЖЖ Е, MIRTE ЕНЕ ЛЕНЕ Ж Ж, 因为 在 局 
REHAT, H 
{Fu} =ГК ви} 
利用 (7-31) 式 的 关系 ， 
{Fs} = [TIE,,) = ТКА = [ТЕК ATI 8} 
К | 
{Е} = LR {6.} 
式 中 
[К°]=ТТҮКе1ТЇ! (7-33) 
ЕЕ SE E ИНН, ЛӘН ГГТ = СРТ, WAIA SERBE, ВР H 
ETI =ГГИ ,因此 (7-33) 可 改写 为 


[К = ҮТ Келт? (7-34) 
式 中 
г 0 
| (7-35) 
0 Ё?) 
ВЖЕ ЕВО ЕНУ А ЖУ 
CR,1= ГАСК, 127° (1-36) 


ВАНН ЕЕ ЕДЕ ЕЕ МЕК ЖЛ, ЛЕРА Е АЕ ЕВР ГЫ ЖЫ ВТ 
ҖЫ НН ER TERR H F ia m А ok pl, 

至 此 ,用 和 矩阵 法 计算 结构 的 全 过 程 可 归结 如 下 ， 

СТ) 将 结构 离散 为 杆 元 与 节点 ,并 建立 村 元 坐标 系 与 结构 坐标 系 3 

(2) ЖАРА ЖЕН EL Kel, 

(3) ДЕН АСРОР ЕЕЕГК Т; 

(4) ЖУАМ 2 АЛЕГА 1, 

(5) 计算 节点 外 载荷 矩阵 { 忆 )3 

(6) 约束 处 理 ; 

(7) 求解 平衡 方程 式 得 节点 位 移 ， 

(8) 计 оша ukqa 
力 共 而 求 出 杆 元 的 内 为 与 变形 。 

4. ЯМ 

IFR RR В ЕН 17-15). 

ВЯ: 1:=4.=6.6т=23.24, 1L,=3.0m=1,, 
ъ= 8.11п= 2,743 

T, = 45100ст*= 6,8 Го, L,= 6655 си" = 了， 
Г. = 8600 ст = 1,29 Г,, Г, = 2520061 = 3.8 15; 

g = 44.15 Е М/т=2 40,4: = 22.07 EN/m= д, 
95 = 81.72 KN/m= 3,7 gyo 

Ж (O 将 此 网 架 离散 为 4 个 杆 元 , 5 个 节点 ,并 建 
立 各 杆 元 的 局 部 坐标 及 刚 架 的 总 坐标 如 图 (图 中 杆 元 2， 4, 
的 局 部 坐标 与 总 坐标 一 致 )。 | 
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(2) 计算 各 杆 元 的 刚度 拖 阵 。 按 照 平面 刚 架 杆 元 刚度 短 阵 公式 (7-7), 因 本 例 中 不 考虑 杆 


的 轴 疝 变形 , 故 可 将 杆 的 戴 面 积 和 输入 一 大 数 ,加 10*。 
对 夺 元 1, 了 = 6,81, = 2,21, А-Т) 9 











г 1 O 0 i-i 
0 134 8.47: 0 
Я 
0 3.43 12.3354: 0 
| 10* 0 0 108 
o -5 ngasi 0 
| ° : 
0 8,43 5187,1 U 
Җә 2. LaS 1, = in (7 Tki 
f 10 оо — 10° 
| 12 
А 6 L 0 一 
i 0 5 ih 0 
koj- | | 
15-30 0 0 10° 
' 12 
! =- - - — 
' 0 B Я 0 
` p 6 2 0 
对 杆 元 3,1:=1.29 T osian ЕАСИ 
г 10 0 0 :-108 
о $É 1,60 0 
#5 
.69 2.5 
[Ев Ele ы, ы 22 ы 
єз Й | 10 0 0 10" 
А : 
0 - -160: 0 
| h : 
` 0 10 1.174: 0 
对 杆 元 4, 1„=5.8 了 fn EAC- 7) 式 得 
Г 10 0 0 :1-10 
2.32 : 
0 = > 3.13: 0 
: 
[RW] = 2. 3.13 5.681 : оа 
25 Борз 0 | 10° 
2.32 : 
: 
0 343 2,811: 0 


(3) 对 于 杆 元 1,3, ИН, A ARR A ЖЕЙН 3 f8 а = 270° h ЖКН 


矩阵 公式 (7-29) 得 
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0 0 
НГ 8.43. 
ü 
-8.43 6.181 | 
0 0 | 
7.67 | 
L, -8,43 
— 8,43 12.36% 
0 0. 
12 | 
h 6 ! 
-6 24 | 
0 0 
中 
° J 
= 6 dh 
0 9 
1.45 
=, 1.60 
-1.50 1,17% 
0 0 
1.46 
7), = 1.60 
—1.60 2.351 
0 0 N 
2.52 
-7 543 
-3,13 2,81, 
0 0 
2.22 ~ 3.13 
0 
— 3,13 5,63 h- 


(7—87) 


` (7—38) 


(7—39) 


(7-40) 





tT]= | . | (7-41) 


于 是 
0 \ 


РОО 8.43. 
' 0 10° 0 : 0 -10 0 

pr 8.43 9 12.640:-8.43 0 0,184 
[К = ТЕКОТ = SH 1н Ронни 
т Бї тт | за: 7.67 | 
| L ес f 0 -8.43 | 
| 0-10 о: 0 10 0 ` 
виз n 618l :一 8.43 0 12.367 
(7-42) 





e 160 -16 0 1.60; 

0 10* оі 0 -0 о, 
[ROI= CTIROITY = Ese | е 2585 : TES 1017 | 
i КЕ 0 -1.60 | 


0 – 10* 0 : 0 10* 0 | 
1.60 0 1,171, 1 — 1,60 0 2.35. 

(7-43) 
而 [АЗ =ЕК К =K], 

(4) РИНГА ШЕЕ В ВЕК РАНЕН ОХ ВИ ВЕН РЕК, 
‚Кр: Кү : : : ~ 
i 
| w : ЫП" x ЖОКЕЙ r. Р | ао 

к Күр: 





O 等 效 节 志 为 计算 | 
杆 元 1, 有 固 端 力 为 M.,= 一 М„®= ~ 0.807 4, Nis= N. = -1,1 Golas кізе 点 
яя 





Ф KM, Маз, Niy, 本 21 等 均 为 对 本 元 局 部 些 标 之 固 端 力 ,下 同 。 
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| 134 
_ S | 0.8071, 
~ {BO} | е 41, 
1 | 
| 
| ы 
-0.8071, / 
经 坐标 转换 后 ， 得 
1.1 ` 
0 | 
o 0.807 | 
- ГИР =) еле Г dola 
1.1 
0 
0,8077 | 





杆 元 2， 有 固 端 力 为 М = = 0,0383 ай, M. = n,05 Ф, №; = -0.15 golas Ў, = 
— 0.85 q l a, чей ЛЯ 


杆 元 4,77 ЕУ М» = -1.262 242, Мо =1.590 ай, Nas = - 2,444 golos № = 
= 3,902 45, ЕСН АЛЯ 


- (Pu) = ЕЕЕ Гао 
0 


3.902 
` 一 1.590 h J 








(6) 刚 巢 的 节点 平衡 方程 式 与 约束 处 理 。 刚 哥 的 节点 平衡 方程 式 有 (7- 邱 ) ЕКО, ж 
中 有 明 影 部 分 为 约束 处 理 后 诺 划 去 的 行 和 列 ， 故 未 汗 有 具体 数字 。 本 例 中 因 有 и=1=и,=ю,- 
H, = y = HLT UN = H; = U, = E Oes = оК ЕН (Т—46) хе 





Ф Латин З БЛ ТБ) "АЕ ARERIA EA PRT EAC -A3 











б.801 








> ай 


1.212 












































\ 
12.36 6,18 0 0 afb 0,807 
“г | 6,18 16.36 2 0 llan -0.774 
EZ, = q (1-46) 
і 0 2 11.93 1.17 19， 1.212 (4% 
0 1.17 2,3540. 0 
(7) 将 gq= 22,07 EN/m,io=3m, /,=6650 ст“, Е =20,6 x 10° N/cm 代入 (7-46) 式 
后 计算 得 
0,, 0.519 
9... = 0,469 1 
“Ba [7] 0,546 [^ч ad 
Ë — 0.273 
(8) 计算 各 杆 元 对 自身 坐标 系 的 端面 力 (kN) 及 端面 弯 失 (kN.my) 
_. Ta боа 0 Го 
Ел; 1 = | 一 
М | O №, -66.44 | 
М.д = ГК | Oa + M: = 0 
Taa | 0 0 0 
P го Уу, | — 79.26 
М бл J Мы ‚ 42,38 
_ ДА lgo 0 о ` 
ЕЛ: 2 m ) | м | 
уз | | 0 | у» — 2.91 | 
| М. | Г i baz k: М. ， — 42.38 1 
| Та | | 0 0 Ü 
u | | 9 Na -30,16 ` 
Ма) \ @,; 2 М; N 66,71 
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. Ta `. O . . 0 ， 
村 元 3 бе! | 
Эр 0 ' 8,64 
гм. | | | 
[ Mas |= [KO] б = 0 | 
| ta Ü 1 0 | 
| F y 0 -6.64 | 
| 一 
Ma 0,, 13.88 
Ра л Го “0 го 
村 区 4 | i 
М» | [01 Жү —1:3.74 
r ' бору _ 
M... 、 д. | М — 110 
о СКН ПЕ. P 110.53 
| Ти 1 | о | | D Ü | 
| №, | 0 | | № — 284.20 
1 -一 | — 
v М. J L. 0,; Mas ^ 386,16 


{7-7 空间 杆 系 结构 分 析 
1. ЖЕКЕШЕ 
MINES RDE КИРД» Же y Y ЕН Ж, ЕН > БШШ ЕЕ 
ЗЕНА У ЖЕН, НА, 






如 图 7-16 所 示 。 = 
个 位 移 与 六 个 广义 力 , 例 如 在 i 884 "~ --= 5 


{8,} =: S, ü, 9., 0,, 6..1 

{ЕЁ} = [Th N LAN AGM, M, M.T — ` 4 

эч ЖЕУ ARRE, n] PL E “> 
本 章 $7-2 中 的 四 黎 基 本 评 元 变形 情 闻 的 
А, ШШК, йлн 平面 内 弯曲 、 在 2ps 平 面 内 的 弯曲 四 种 情 说 登 加 。 因 为 这 四 
种 变形 是 互相 独立 的 ， 所 已 复杂 变形 状态 下 的 刚度 矩阵 可 以 由 这 由 种 简单 变形 情况 的 丁 泡 羡 
度 第 阵 组 侣 得到。 如果 列 出 证 元 机 端的 十 二 个 位 移 分量 与 其 对 应 的 十 二 个 力 分 量 , 将 (7-2)， 
(7-3) (7-4 和 (7-5) 诸 式 中 的 元 喜 放 入 对 诬 位 置 , 并 考虑 样 元 这 曲 时 前 前 切 影响 ， 可 得 一 自 杆 
元 的 刚度 筷 阵 [如 式 47-47)], 式 中 


12 ЕІ, _ 12El, о 
В, = СА,” P. СА р (7-18) 


~ 


| 了 -1 


分 别 为 杆 元 在 09 平面 内 容 胡 及 在 тос 平面 内 容 曲 时 计 及 前 切 变形 的 修正 系数 ;人 4 与 4 分 
别 为 丁 元 断面 在 % 方向 及 z 方 向 的 有 效 抗 竟 面积 。 杜 元 计 玉 兽 切 变形 的 汐 曲 刚度 和 殉 阵 可 南 第 
二 章 习 题 2-7 的 结果 导 得 。 

《7-47) 式 可 简 记 为 {PF:}= [EHe 

2. ERER 

МЕ ЖТ ЖЕ ЗУ Йу, HI ЕЛЕН В ҖЕ ГЕНЕ], КЕМНЕ ЫР ИЕЛЕ 
影 到 结构 坐标 系 才 能 合成 ,因此 , 必需 进行 坐标 转换 。 

ВЕРЕН Е ЖР RA ЖЯ КОД 
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ГА и 


























feg || (“ТУ (^ч LJe] (8 十 和 (gtr) 

| яву) 0 0 0 qa- 0 зуд 0 0 0 FER) 

а: СЪ Са руа (РР _ (9+1) 

“| «ТС По аз ° 0 0 agga 9 #ТЯ%- 9 

| 

70, 1 t 0 

0, “То 0 0 0 0 9 0 

fm CS + ler (20121 {УР 

©, aaz е 2 ° “яз Е 0 

| 
га | баны g бары 1 0 б (ен 
_ "РАСТ :199- "ТЯ 一 
(29-1) Лк Р 0 0 0 a 0 

чө | [ (+I o 0 o Соя 
1 sag 十 天 HEE 

мо |. СТАИ o Се+0и 0 

一 АТН СЕ +y) ras- 
1 374 р 1 0 0 

Ti, ZE 

іт А ` (g+ Dat. Ü 
Щи Ат 
м | мании 
i _ 2 了 了 5T 

IH 
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L = cosie, T), L = coste, Y), i, = cosia, 2) 
= С08(У. т), = COSY, 9) 1, = СО5(У,8) 
M = Coz FE) Ha = С08(2,07), н, = C0S(z, E) 


АПН 5 f pani ЖЛЕ ЧАТА КА [Н] ПУЛА ЕНЕ 09у 


H; i | Йй, | 9 
| 0; [м Te fo P | т | (7—49) 
10; wW; | 0,,) б 


式 中 
L А 
[f]= 9, M „| (7—50) 
я н, М, 
EJ ЕЕ ЛЗ 12 个 位 务 分 量 , 则 有 下 面 的 坐标 转换 关系 。 
8: | refs, `- 
{КТ (7-51) 
式 中 芭 标 转换 矩阵 
t 0 
і 
ГТГ] = i (7-52) 
|0 і 
局 理 , 杆 元 两 端 12 ee АНАНАС НИЖНИЕ 
F, F, а 
| r = т я] (7-53) 
ТЕШЕ БЕШ ТОНЕ), ЖЕНЕ EF SE [Ë О О А N 
[К* = [Tr K TY (7-51) 


现在 的 问题 是 如 何 由 杆 元 节点 的 坐标 值 来 确定 ГР] 中 的 庄 元 素 ， 即 确定 方向 余 纺 。 焉 面 
我 们 介绍 用 矢量 叉 乘 的 方法 确定 各 方向 余 荡 的 值 。 
考虑 图 7-17 中 的 空间 杆 元 ij ,O33 为 杆 元 的 局 部 坐 祭 ,Ozgz ЗЕ, FT i РН 
ТЕЧ АЛЕЙКА P REER (Oi Yir 2.) s (05,06,20) 
首先 确定 杆 元 坐标 轴 在 空间 的 方向 。 
Os 轴 的 方向 可 用 矢量 X 表示 为 
X=ij=(m;— ni.)e, + (0,- у)е, 
+ (2;-2,)е,= Д,е, + Д,е, + Д,е; 
(7-55) 
AP е,е,,е. ААА; 
A= - B= YA = z; - 2, 
(7-55) 
ATERPEA RAA Pa Sh BJ 3; 
向 ， 需 在 杆 元 的 任 一 主 惯性 黄平 而 上 任 取 
一 参考 点 下 (K Ж ДИЛЕР), А 





在 结构 坐标 系 中 [їй] ЖАУ ЗЫ (21,90,21) ‚ХЕ. 








&=#К=(т„- же, + (W. Ye + (z 2,)е, = Be, + В,е, + В,е; (7-57) 
式 中 
B= e-m B= Yr- Ys, BE 2 — 2, (7—58) 
由 矢量 叉 屁 可 得 бе MIREA: 
ге е; es 
Z=XxG@= А, А, А, | = Се, +С,е, +С,е, (7-59) 
' B, B, В, 
式 中 
С. = A,B,- А,В,С, = А,В, - А,В,,Су= A,B,- А,В, (7-60) 
最 后 可 得 oy Е Y. 
е, е, е, 
Y=ZxX= C, C, С, | = Ре +Р,е, +Р;е, (7—61) 
| A А, А, | 
式 中 
D, =A- C,A,,D,= С,А,- С,А,,Р,= С,А„- С.А, (7-62) 


现在 我 们 米 宵 定 五 ,8 ,和 的 方 问 余 芯 。 设 柱 元 党 标 系 的 三 个 单位 关 量 为 ее, е» CSA 
榴 坐 标 系 的 三 个 单位 矢 綦 eiyes,es 间 有 关系 为 





e= е, +e, +6, (7—63) 
与 (7~55) 式 比较 ,可 知 
l= L? m=, m= 5> (7—64) 
и L= ААА 为 村 元 的 长 度 。 
x 
е; = 1,е, + ме, + п,е; (7-65) 
О-ва, ТЭП 
l= D., mM, = D, m=. (7—66) 
式 中 D-V ++ D: 
е е, е, 
е=ехе= | ом п, | =Le, + туе, He, (7—67) 
Гр т. м | 
式 中 
L= түп, — MA M = Rds ~ Аи n, = рт, т, (7—68) 


H (7-84), (7-66), (7-68) AR HT РЕТРО АЗЕ iW int] Y ВНЕ ГЇ], 
TERHEME ИЕ БАНЕ ЕСН, ЖЕ ЖЕМ, 
я м 


7,1 利用 第 二 章 习 题 2,4 图 2,6” НЩ ШИНЕ, ИЖ РЕНО ОЕ ЕЕ 
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[KJ=| 28372038149 
RAT. Чё ЗЕР. 


8, 
7 
É М: ЕІ = Р 
N Mi 
= 4 2} I | 
/| 


рт, 


Е 





[7.2 


7.2 M ERREZE 7.2°, 7.3° № 7.4° utiq ПИН, EA] 





PADET ERE 图 
тэн А= В/О ED НЕО Я А 123. WZASBERZASESREGQ,Q,- T4 
ШЕ ПЫ АГК. ЗЕЕ 


" 
t... 




















ЕАУ 
7.3 ЛЕНИЕ, ИН 7.52 РАТА л: IREA ERE ЧУ ДАЛ ?, HD ФЕРЕ К Җ 
ЧЕКЕ Я Т АКАУ АЛИЙ» ИРИНА Е НВС и(®) = а: Haar, 





























(b) 
7,5 


7.4 ”应 用 虚 功 原理 计算 图 ?.6" 上 级 单 他 上 外 载荷 在 节点 形成 的 “等 区 节点 力 ”。 计 算 时 梁 音 元 的 位 移 


Е пе 5) от) = а, + ах + аз" + ат. 











Її 
_ a lo t o =] 
у 
{| 7.0° 27.7 
7.5 图 7?.7? HZ 2255 Е АПЫ Ш АА 











EERE RRACA RASE 2 3 处 之 
НЕ 1-2 及 2-3 Erm AESA Г, 
































7,6 EB 7.8° H ЕН, ТЕТТЕ 9087704, ВЕНЕ Ур T ЗА Ж ЕЕЕ ЧЕЙИ 点 、 
Фе Щй pleti КАКЕ EA Ке т, КАЙ ЕҢ. 
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Е 7. 8° 图 了 .9” 
7.7 用 和 矩阵 法 解 ?.9” 中 之 可 动 节 点 出 和 捍 ; 备 秆 之 断面 均 相 同 ,断面 积 为 有 4, 惯性 捞 为 1 村 长 及 总 坐标 ， 


节点 ;单元 编号 如 图 。 

(a) 写 出 杆 元 由 ,加 , 峡 对 总 坐标 系 之 单元 加 度 矩 阵 。 

(b) 用 分 割 子 矩 了 叶 形式 列 出 结 攀 刚度 矩阵 。 

(e) 写 出 此 结构 的 节点 位 移 列 阵 及 外 栽 荷 列 阵 。 

7.8 用 矩阵 法 计算 图 7,10" ШЕЙШ, ЕП 1= 100 сш, ЕЛИНИ A= 10 cmt, P =20ЕМ, 
Е=2х ]0*М/шш? , 求 出 各 杆 中 的 内 力 , 计 算 时 总 坐标 按 图 取 。 











== — 一 


217.10” B 7.11° 


7.9 7.11 Ни AN], Аа = 200cm ‚|3 = 231cm,l = Роз = 14фсш4, А, = Аз = 12 cm, 
Р=60ЕМ,Е=2х 10° NAmim2?, 用 矩阵 法 求 出 各 村 在 自身 坐标 系 中 之 杆 端 力 。 计 算 时 总 坐标 如 图 取 , 村 二 2 到 
为 杆 元 四 , 杆 2-3 取 为 杆 元 国 。 

7.10 RA- HERE, ЕНЕ 53 X JE PIB Н НЗ СЩ 7.12) 已 知 a=2m, 6=2.5,i= 
4000 cm ,了 =16000cm:, 板 架 上 爱 均 布 荷 重 ,用 矩阵 法 计算 时 按 图 中 所 规定 的 节点 ,单元 及 总 坐标 系统 求 出 ，: 

(а) Нло ЕСК ЈО МКТ, 

(by 用 分 蛮 子 矩阵 的 形式 组 成 此 板 架 的 结构 刚度 和 矩阵。 计算 时 不 计 秆 元 的 扭转 ,并 利用 对 称 条 件 考 虑 板 
за. 

7,11 ЖЕНО 718° АТА R, РВОТЫ АКНЕ A 及 Го pn. TARAN 
Em, 

(a) 写 出 单元 的 刚度 矩阵 及 坐标 转换 耸 阵 ， 

(b) 写 出 结构 的 总 刚度 矩阵 

(c) 写 出 经 约束 外 理 后 的 廊 程 式 ， 
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Вт, 12° № 7,13° 


(d) FERESE М.=0.1РЬМы= -0.15 PI M.,= 0.15 PiL, М. = 0.2 PIM EF 12-38 
FER. 

7.12 用 矩阵 法 计算 图 7 了.14” 中 之 平面 刚 架 , 各 杆 元 的 长 麻 均 为 六 断面 面积 及 惯性 扎 均 为 4 及 了 。 节 
点 , 杆 元 编号 及 坐标 如 图 , 写 出 以 下 计算 过 程 : 

(a) 各 村 元 在 局 部 举 标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 # 

(b) PRHE AEEA RRA PAARE, 

(с) ИЕ НЕ, 

(d) 节点 外 力矩 阵 及 结构 节点 平衡 方程 式 。 

(е) 约束 处 理 。 

7.J3 BIHA “IR SE В АБН, ЖЗИ РАНЕ ЛИ, МИРЕ Е З pu ss pis 
94-69, КЖЕ ЕТЕНЕ НАЖИ. ЖЕҢЕ а= 10 ЕК/ш?, 
































НТ. 14° НТ, 15° 


7.14 省 机 计算 潜艇 的 平面 航 壁 板 架 (图 ?7.15"), 已 知 舱 壁 直径 为 5,6 m ЕЕН 70 cm , 
НИНУ 

















T, =2.96х 10' cmt,T,= 2, 62x 10! сш 

Tj = 1,37x 10%сш4,14=0 61% 10 спи 
ЖАН ЕЯ y T = 58x 104 emt MARRET TAAR qs 10 N/cmt , 汁 算 时 不 计 扶 强 材 扭 转 
的 影响 。 
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第 八 章 平面 应 力 问题 的 有 限 元 法 


$8-1 弹性 体 的 应 力 ,位 移 与 应 变 


本 章 并 始 研究 平板 的 计算 门 题 。 船 体 结构 中 的 平板 分 两 类 ， 一 是 承受 作用 于 报 平 面 内 的 
载荷 , 岂 做 板 的 平面 应 访问 题 , 另 -- 古 承受 习 直 于 板 平面 的 载荷 , 叫 敌 板 的 弯曲 问题 ,本 章 将 研 
究 用 有 限 元 法 求解 板 的 平面 应 力 问 囊 。 

平板 是 二 维 弹性 体 ， 为 此 必须 介绍 弹性 理论 中 的 一 些 基 本 往 念 和 基本 方程 式 ， 介 绍 的 目 
的 是 为 了 有 限 元 法 的 庶 用 ， 较 详细 的 和 完整 的 弹性 理论 内 容 可 参考 大 量 的 弹性 理论 书籍 ， 如 
Elele 

1, EHIE 

ЖЕСТИ, НЫ ЖЫЕН ЕИ, B SE B B 3 ФЕЙ» EREE — Ër 
ЯХТА Охуг (图 8-1) НЕ АШУ ЛИКТИ АЕ НУЖДУ ДУ ddg*dz 微 
БОЕ КЕНУЛ Жи. MTERA- ERMER НЕ, ТЕР EMEN, 
中外 两 个 是 平行 于 表面 的 前 应力 。 央 此 描述 微 块 的 应 力 就 有 三 个 正 应 力 分 量 ， G,,G,, c, 及 
六 个 前 应 为 分 最 TayrTresTyrsTyss tee Тесу Ш 8-2 所 示 。 





























į? 
lz | | 
бу 
42 
| 
d: 
dy dx 
y 
Q О 
х РА 
x 
图 8-1 图 8-2 


应 力 的 正 向 规定 如 下 ， 几 微 块 的 正 表 面 (外 法 钱 与 坐标 轴 正 向 相同 的 表 击 ) 上 的 应 力 的 正 
回 与 能 标 轴 的 正 向 相同 ;上 友之, 负 表面 的 应 力 正 向 与 坐标 畏 的 反 向 碍 间 。 
因此 弹性 体 中 沫 一 点 有 九 个 应 力 分 量 , 并 可 用 竹 阵 表示 为 
Oy Try Тук | 


Tys Оу Tys 





Го] = (8-1) 





T; Ta О, | 
„ЕВ“ Кж”, НО ВУ Уу ЦЕ И ТЕРЕ 
Tay Туз» Ту: Tors Uys T Тау (8-2) 
BEILE ARTERA R E ЕЕ Жл: 
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| в, 





N 
{ 
| 
| 














{о}= : (8—3) 
| ту | 
Tys 
12,27 
— OKU АЕ Ер А ТЕРУ J K as aB А ЖИЕ], ТИН, АУЛ E ЛАЙ eY, М, 
2. ЕЯ Е 
弹性 体 中 任意 一 点 在 空前 发 生 位 移 时 , a: z У, | 
z 坐庄 二 有 于 个 位 移 分 量 н, o, ш (ВЕ 8-3), Е 
АТАН — ЕЕ 325 30у 
и . 
a- 0 (8-4) | 
w 2 | 
3. 应 变 分 量 “7 от» 
弹性 体 中 的 微 块 在 变形 时 有 三 个 线 应 变 е:,2,, “к 
e, BAZNI y, = уш, Уш = Ye Уюн “Уш 8-3 
С 8-1), HAERERE BL, MARERA 
ге, 
|e, 
бе, 
{в} = | . (8—5) 
| Улу 
і уу 
у ѓ 
E] 8-4 
或 可 用 张 量 表示 为 
Er = ЭУ 
Ге] = Y Ëy Py (8—6) 
1 1 
7 g sz 一 2 -Fzy Er 
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ERRA WERKE”. 
$8-2 平面 应 力 问 题 及 其 基本 方程 式 


1。 和 平面 应 力 问题 

Же ЖЕНА, S ОН, AI OF АСУ ВНЕСЯ р, ВН 
AE (BB 8-5)。 这 时 若 将 玲 标 Озу 取 在 平分 扳 厚 的 中 面 上 ， 则 因 扳 外 表面 上 无 外 力 “ 故 
在 外 表面 上 有 ce = r. = rm = 0。 

因为 板 的 厚度 很 小 , 政 有 理由 认为 在 板 中 亦 存 在 着 re =т=т =0 的 关系 。 这 样 ， 板 的 
应 力 分 量 只 有 在 zO3 平面 内 的 分 量 04,0y,rry， 且 它们 与 ?无关 ,好 


Cs 
{е}=4 о, {8-7) 
Tey 


RAM A E 2114Ж”. (plane stress problem)， 相 应 的 位 移 分 量 与 应 变 分 量 为 


и £, 
{ду= | s {в} =, (8-8) 
t Yzy 


它们 亦 与 z 光 关 ， 仪 为 4,9 РЬ 

在 船体 结构 中 不 少 问 题 可 化 为 平面 应 力 问 题 来 处 理 。 例 如 船上 的 甲板 开口 ,能 铀 波 门 , 横 
染 开 孔 , 肘 板 强 度 ,大 型 油 苑 的 可 框架 强度 以 及 上 层 建筑 端 部 应 力 集中 问题 等 。 驻 个 船 栖 在 总 
容 曲 状态 时 , 申 板 和 船 底板 也 可 按 平面 应 力 问 题 来 研究 。 


Y dor 
| gy + Фу dy 











8-6 E] 8-6 

2， 静 力 平 衡 方程 式 

弹性 体 的 基本 方程 起 有 静 力 平衡 方程 式 , 儿 何 方程 式 及 物理 方程 式 ,此 外 还 有 边界 条 性 。 
下 面 我 们 将 依次 导出 平面 应 力 问 题 的 这 些 方程 式 。 

上 先 研 究 静 力 平衡 方程 式 ， 在 平板 中 考 嵌 一 微 块 usdy， 设 板 厚 为 1， 并 设 微 块 中 有 剧 积 
力 ( 例 如 重力 ) Х,У ( 均 为 单位 面积 的 量 )。 狠 积 力 在 微 块 申 可 认为 是 均 布 的 ， 因 此 其 合力 作 
用 于 微 块 的 重心 (图 8-6)。 

Ay а 方向 和 方向 力 的 平衡 方程 式 , 有 
до: dedy + = dydy+ X dzdy= o | 





да дз 


доу Pras = 
gy ge + Эр dr dy + Y dedg= 0 


дт ду 
дт» _, да, _ (8—0) 
ge + Эу” +У=о 





Е АЈА ДИЕ ПГ В FENER, ЖО "ЕДЕП (Navier) 方程 式 ”。 

3. ЛЛУ . 
ХРИ ЗВ, RER tk АИ JE BC 8-7), ИОНЫ АВ рү 
J Ef ЕЛП лия b, ШВ, ИН ЕН М, КАН 

[= соз (М ,z), = соз (Му) 


prds— ol ds — т, ds + — = 0 


略 去 高 阶 微量 后 , 得 
отт = р, | (8-10) 
同 理 得 тй + сим = py 
ERRAI Wr h A EE”, 

在 弹性 理论 中 常 把 弹性 体 的 边界 分 为 两 部 分 ,，- 基 给 定 外 力 的 边界 ,用 С, ETR, н а 
定位 移 的 边界 ,用 С, 表示 。 这 样 ，(8-10? 式 所 表示 的 就 是 在 С, 上 的 边界 条 件 ,在 C。 上 将 有 
位 移 边 办 条 件 。 

















图 8-7 1518-8 


` 4. 几何 方程 式 
-从 上 面 的 平衡 方程 式 可 知 ,在 平面 应 力 问题 中 应 力 分 量 有 三 个 , 面 平衡 方程 式 只 有 两 个 ， 
因此 平面 应 力 问题 是 静 不 定 问题 ,而 必须 补 完 变形 条 件 才能 解决 问题 。 

在 图 8-8 中 表示 了 微 抉 的 中 面 在 变形 前 后 的 情况 ; abcd 为 变形 前 的 位 置 ,aifc'd' 为 变形 
ARLE. BA, ИЛЕ ЛОЙ IARE. 





根据 图 8-8, RE аб: а Jr KA- de, KAB ab ННН АСДУ e, = 





O 微 块 的 力 扎 平衡 方程 式 结 出 fzy= тул, 县 前 应 力 互 等 定 通 。 
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ёи qeyd а= ди/дзл, HERF ad 在 9 A RREH г, = 20/95, 


线段 ару Оу 3E pi ВНЛ 





до а 2e 
axtga= ёт 9 дв 
dz + ди, dz 1+ „2н. 
от or 


略 去 与 1 НЕ НЙ Bu/2&z， 得 а= 32/az。 同 理 可 得 线段 ad 6 20у НИНЕ А; В 
8z/8y。 于 是 微 块 的 剪 应变 为 о 





_ @ | ён 
заз 2 By 
PLE =Z 4-3 УЛУ БН) ВАУ 
= _ ёи. 
= Əm 
_ дв _115 
аи (8 11. 
др ди! 


ар әу | 


УРЛ КУ JJ [EJ i ару ЛАК”, LA Ay (Саисву) 方程 式 ?。 

由 此 训 见 , 当 弹 性 体内 各 点 的 位 移 分 基 ге, о САЯ КАТ, КСВ ТОЕ 
HIRES Безе»: 反之 ,如果 随便 假定 应 变 分 量 的 三 个 函数 ， 那 未 按 式 (8-11) 中 的 前 两 
个 方程 式 就 可 求 得 位 移 函 数 &，a， 若 再 用 此 两 个 位 移 函 数 按 式 〈8-I1) 中 的 第 三 个 方程 式 求 
ya 时 ; 就 会 与 原 米 假定 的 psy 不 相同 ， 这 祥 就 出现 了 矛 计 。 这 是 因为 弹性 体内 任 一 点 的 应 变 
耸 量 之 间 是 有 一 定 联 系 的 ,如 果 在 假设 弹性 体 的 应 变 画 数 时 不 反映 出 这 种 联系 , 那 就 将 使 变形 
不 连续 , 亦 即 弹性 体 将 发 年 空隙 或 裂 色 .从 数学 上 讲 , 式 (8-11) 中 的 应 变 分量 是 三 全 ,而 位 移 分 
量 只 有 两 个 ,因此 三 个 应 变 分 景 不 能 相互 独立 ,而 避 然 存在 有 一 АНТИ“ 
EIR, 又 称 “ 应 变相 容 条 件 ”, 其 推导 如 下 ; 

将 式 (8-11) 中 的 第 一 式 对 9 偏 导 丙 次 ,第 二 式 对 偏 导 两 次 ,并 将 其 结果 相 加 ,得 

?es + бе, _ Fu _ Əv 2° (ди 2) 


5 Ja Ой | Вау Өдду\ ду | Om 





























起 中 ,等 式 右边 括号 内 就 是 前 应 变 yxy， 这 样 就 得 出 了 谍 变 分 址 之 问 前 关系 为 — 
еее = ды. О (8-12) 





НВ “ВЕНА”, УЖ ЕН” R ry (St 
Venant) 方程 式 "。 应 变 分 量 6。、ey、 Yay 必须 注 足 这 个 方程 式 才能 保证 弹性 体 变形 的 连续 性 。 
5. PEHEZ 
上 商 我 们 建立 了 三 个 儿 何方 程式 ,但 又 多 了 两 个 位 移 与 三 个 应 变 ,因此 乎 面 应 力 问 题 中 总 
共有 八 个 未 知 数 ， Op Oy, TI ЖЕ, Er Ëy Prys 而 日 前 方程 式 只 有 五 个 ， НЯ 
程式 ,这 三 个 方 各 式 就 是 物理 方程 式 。 Е 
我 们 先 考 虑 各 向 同性 的 弹性 体 在 于 面 应 力 状 态 的 诬 力 应 变 关 系 。 
在 平 而 应 力 状态 中 ;应变 分 最 е, 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 由 о, 引 直 的 ,其 人 为 ор, 另 ; 
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一 部 分 是 由 о, 引起 的 ,其 值 为 ~ доу/Е, FE 


É, = 了 = + (G; = роу) 


式 中 E ЖЫ ЖЕШ Ж, д УЛАМ, 
同样 有 


e= L (or— uo) 
ВУ py Е а РАЧЕ: Ф, 
Уз» 一 人 


Аср G ЖЕ, СЫ Е р МЕЖ С=Е/2(1+ и), 
因此 , 平 而 应 力 问题 中 的 应 力 与 应 变 之 闻 的 关系 即 * 物 理 方 程式 ”为 


= (в, = p0) 

= (oy — kT) (8-13) 
У. = E | 

ЖШ УЛЕШ Ж OK IR Л AE, WHERE 


с, = г + ау) 





1 
Uy = Т2 бие) (8—14) 
т. = -- Е -- P 
ту 201+) ЁЛ 
ИТАН И де” 3 p| НИЗ RS 
т, Ё B 0 ë, 
s | Ем 1 0 =, СА 
1- n: 1 -g (8 15) 
Tay о о БЕШ Үгү 
或 可 表示 为 
{а} =ГРЦ=} (8-16) 
式 中 
і д 0 
гр1= 42. * 1 0 (8-17) 
# 1-в 
0% 
称 为 * 弹 性 矩阵 ”。 


对 于 正 交 蜡 性 的 弹性 体 ,在 方向 与 9 方向 相应 各 有 两 个 弹性 常数 ， 即 已 .、 д, 及 En 
此 时 应 变 与 应 力 之 间 的 关系 为 
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‚о (8—18) 


上 或 又 可 写成 ; 
Ta 二 ЕГ (e; + Hyey) 


-19) 
Е; p E + EEr) (8 


根据 位 移 互 等 定理 ,有 a /E, = ЛЕ, ж Ен, = Eye МЕТЕВ Е, E, н, ш, E 
G 中 只 有 四 个 是 独立 的 。 
式 (8-19) 亦 可 守成 矩阵 形成 为 








Fz 1 Hy 0 | Ez 
л u 
5, =- Е. |р, та Ey (8-20) 
~ Phy 
С(1- дну) 
ТІ 0 ( E És Pizy 
式 中 
1 Hy 0 
i Pr * 
Dj- Ё) ощ 0 (8-21) 
Briy С-да шу) 
L г 


ЕЯ ЕИ ЕКЕН Pk, - 


$8-3 解 题 方法 下 有 限 元 法 的 概念 


由 上 闻 中 知道 ,弹性 理论 平面 应 力 问 题 有 三 个 应 力 分 量 ,两 个 位 移 分 量 及 三 个 应 变 分 量 ， 

共 八 个 未 知 数 ; 相 应 地 有 两 个 萝 力 平衡 方程 式 ,三 个 几何 方程 式 及 三 PARRER, RANI 

ER, ДИГ RI ИШЕНЕ ДЕН IREN. 

ЕЙГШ Ж ЕЖЕН, ЖИП АРЕ КИЛЕ ЕЕ MT EEIE MEREEN. Ж 
位 移 法 中 以 某 些 位 移 为 基本 未 知 量 , 在 力 法 中 以 基 些 反 力 或 内 力 为 基本 未 知 量 。 与 此 相似 ,在 
弹性 理论 求解 问题 也 有 位 移 法 与 应 力 法 。 在 平面 应 力 问题 中 ， 扩 位 移 法 求解 时 ， 以 位 称 分 量 
ноо 发 基本 用 知 通 数 ,将 几何 方程 式 (8-11) 代入 物理 方程 式 (8-14) 得 到 应 力 ee оу, r, 与 位 
# z 汉 的 关系 ,最 后 再 代入 静 力 平 衡 方程 式 (8-9) 中 求 出 wp， 位 移 求 出 后 即 可 由 儿 何方 程式 
求 出 应 变 分 合并 由 物理 方程 式 求 出 应 力 分 量 。 在 按 应 力 法 求解 时 ,以 应 力 分 量 cr，cy，rsy 为 
荡 本 未 知 冰 数 ,用 物理 方程 式 (8-14) 将 应 变 连 续 方 程式 (8-12) 中 的 应 变化 为 应 力 ,再 加 上 两 个 
荐 力 平 衡 方程 式 (8- 纪 求解 0,,0,,rsy， 应 力 分 量 求 得 后 即 可 由 物理 方程 式 求 应 变 分 量 并 由 几 





@ НС ху ТНА, Ge 与 Су 之 分 ， 


= == ]6й == 





1 


Жир КН {Уу АО, 

但 是 用 传统 的 弹性 理论 解 汰 实际 .上 能 够 得 到 的 解 管 大 多 是 届 寺 几何 形状 规则 的 和 载荷 下 
边界 条 件 简 单 的 情形 ,例如 等 尽 度 的 矩形 平 恢 或 等 厚度 前 圆 板 , 以 及 元 职 大 的 平板 并 圆 孔 的 问 
题 等 。 对 于 共 他 较 复 类 的 情形 则 很 难 求 出 解答。 因此 过 去 站 碳 不 少 学 者 研究 思 其 他 方法 如 能 
ЖҮРО ЕНӘ Ж, ЖИЛЕ ЕРЕ СЕНДЕ 2k) P ФОН ТЕЖ НН, 一般 来 说 对 
弹性 体 选 择 一 个 合适 的 形状 函数 是 不 容易 的 ; MARDARE УЕ ЭЕ ЛЕ ЫС, H 
有 有 将 连续 沿 数 离散 的 思想 , 但 民 体 求解 及 处 理 复 杂 的 边界 时 仍 有 央 准 。66 年 代 出 现 的 有 限 元 
法 是 把 弹性 体 离散 为 有 限 个 单元 , 即 认为 弹性 栖 是 有 限 个 单元 的 组 合体 ,对 每 个 单元 出 李 兹 法 
的 思想 来 求 位 移 与 力 之 间 的 头 系 ( 即 求 单元 的 刚度 怎 阵 ) ， 再 借助 于 电子 计算 机 计算 。 因 此 林 
以 说 有 限 元 法 瑟 一 个 基于 变 分 原理 的 把 连续 体 离散 化 的 数值 解 流 ， 它 可 以 方便 地 解 决 复杂 前 
结构 形式 太 复 杂 裁 苘 及 边界 条 件 等 问 是 , 亦 能 处 理 非 均 匀 材 料及 非 线性 应 力 - 应 变 状 态 的 缚 物 
Pii 

有限 元 法 首先 由 特 纳 {Turner》 等 人 在 研究 飞机 机 可 结构 时 提出 仿 ， 研 究 的 就 是 平面 庶 
力 问 题 ,后 米 这 个 六 法 逐步 迅速 发 展 应 用 于 杆 系 ,、 板 、 过 等 的 弯曲 及 其 他 二 维 问题 以 及 稳定 性 
问题 ， 其 中 对 杆 系 的 弯 山 问题 的 处 理 实质 上 就 是 第 七 章 中 所 述 的 矩阵 法 。 在 这 个 领域 中 我 国 
学 者 也 作出 有 不 少 贡献 下 本 我 们 将 先 对 有 限 元 法 的 一 些 基本 概念 作 一 介绍 ， 然 后 在 届 王 几 
ткаш адар, 

. ан 

ио ЛОВ MRAR. ЗР НЕА Е ЛЕ Ж ТУ 











.元 ,这 种 平 而 单元 可 以 是 涯 第 形 的 或 四 边 形 的 ,或 三 角形 、 四 边 形 的 均 有 ， 单 元 的 顶点 称 为 * 节 





БОЉИ 8-9)。 在 理想 情况 下 ， 自然 每 一 个 单元 与 相 邻 单元 的 连接 边 应 该 保持 变形 连续 ， 代 
实际 十 这 常 难以 办 到 ,因此 就 规定 各 单元 仪 在 节点 与 其 他 单元 相连 ; 敏 于 单元 的 边 ， 如 能 保持 
变形 连续 最 好 ,但 至 少 要 在 变 拒 后 相 接 。 因 此 这 样 离散 的 结果 ,离散 后 的 结构 与 页 实 结构 必然 
有 小 别 。 席 以 从 这 个 意义 上 说 ,有 有 限 元 法 是 近似 法 ,这 基 它 与 梓 系 矩阵 法 的 差别 之 一 。 


| ili 


ХГ 
ДАХ TAS 
«Тр 
(а). (b) 
E 8-9 


(а) К; — (b) ЫЫЫ 



























2， 单 元 的 位 移 函数 
BO ЫЕ, HR D АЗОР ЭУ ЖЕ, AP ЕШШ, 8 
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ЯКОП ВЕД Ж АТТЫ A WA A ИЕ, Н РУШДИ ЛУШ Л 5 a y, Yoon 
立 单元 节点 位 移 与 节点 力 间 的 关系 , 即 求 出 单元 的 刚度 矩阵 ,为 此 就 要 寻求 平面 单元 的 解 。 前 
已 说 明 , 三 角形 或 四 边 形 的 平面 单元 的 解 用 弹性 理论 的 方法 去 求 是 困难 的 ,因此 就 用 能 量 法 即 
李 训 法 米 求 ,于 是 首先 要 选 抒 一 个 单元 位 移 的 形状 函数 或 位 移 应 数 ,再 用 虚 功 原理 求 出 单元 的 
刚度 矩阵 。 由 于 位 移 函 数 不 是 单元 真正 的 位 移 , 因 此 又 使 得 有 和 限 元 法 其 有 近似 性 ,这 是 它 与 杆 
系 您 阵 法 的 差别 之 二 。 

3。 分 布 外 力 的 移 置 

有 限 元 法 是 以 节点 为 对 和 建立 平衡 方 程式 ,因此 车 单项 上 有 分布 外 力 { 包 括 边 界 力 与 体积 
力 ) БИН ЕЕ ВЕ ли Е. ЖЕ ЗЕЯ ЕН 
ЕЖА, НЖ arus], AEEA RARA В 
节点 力 的 形式 出 现 ,这 基 它 与 杆 系 矩 阵 法 的 差别 之 三 。 

除了 上 述 三 点 之 外 ,有 限 元 法 的 其 他 做 法 如 总 刚度 矩阵 的 建立 ,约束 处 理 等 汐 与 第 七 章 的 
矩阵 法 完全 一 样 ,不 必 在 此 详 述 。 总 的 说 来 ,有 限 元 法 与 算 阵 法 的 差别 主要 在 于 上 面 的 第 一 和 
第 二 上 ,并 使 得 有 限 元 法 是 一 个 近似 法 韭 精确 法 。 但 是 有 限 元 法 的 近似 性 将 随 着 单元 分 小 (网 
格 分 细 ) 及 位 移 函 数 的 选取 得 好 而 逐渐 减少 ,并 能 收敛 于 精 销 解 。 显 然 ， 网 格 分 细 是 容易 做 到 
的 ， 因 此 位 移 函 数 的 选择 实质 上 是 一 个 关键 。 有 关 位 移 函 数 的 选取 及 有 限 元 法 的 收 售 维 则 将 
在 下 节 中 介绍 了 三 角形 单元 的 位 移 函 数 之 后 再 予以 说 明 。 . 


$8-4 = Jun УЗЕН 


ЖЕП НОА И О = АЖ ЕШ Ж 

1。 节 点 粒 移 与 节点 为 

考虑 一 平面 三 角形 单 宛 ， ИЕ, ВАЗЕ, 7, тс 8-10), УНИАН 
@azy， 于 是 三 角形 单元 的 节点 能 标 沟 可 用 此 坐标 RER, MATY 705,05) MEn Yma 

在 平面 应 访问 题 中 ,单元 的 每 一 车 点 有 4#，2 冰 个 位 移 , 三 个 节点 共有 六 个 位 移 , 可 用 节点 
EBEE {0°} ЕЯ 














ни \ 
v, 
$, -- 
| Hi 
{0:}=1 9, к=, (8-22) 
vi 
д, — 
И 
Vn Ç 





Ри 
Е, p 
(Fosl F; b= | Ён (8-23) 
Fal |”. 
Е 
\ Fyn 
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2. ВИН 
为 了 求 单元 的 刚度 矩阵 ,引入 位 移 丁 数 ey, ор, И), ЕВЕ, УВ 
BKEK IEAB Е, BOT it,2 写成 包含 六 个 待定 常数 的 函数 如 下 ， 




















HT =а + аза + aY 
| (8—24) 
202,9) =а, тата 
上 式 可 简 记 为 
id- CH] {а} (8-25) 
式 中 
# 1 Уу 0 O 站 
(a)=| ‚{Н]=| 
,| 6 0 Q 1 Z ,| (8—26) 
{а} = а а, а; а, а, а," 
ЖЛ ЫА j m Жикле, 
Wa tam ta, ра Ea +a, 
H, =a 十 aZ +a i, в=атая, + as; 
Ha = Q, Ta pa t RY m Vm ™ G, тата» 
He ү -1 z, UV 0 0 DS а; 
о. | баата а 
н; | 1 Tj Y, 0 Ü 0 25 
1 = 8-2 ) 
Р; | 0 0 0 1 в, У; | а. ( ? 
иь | 1 Ea У. 0 01] а 
Pa | 0 0 0 1 н а 
上 式 可 简 记 为 
{6°}=[4] ta) (8-28) 
将 上 式 求解 ,得 
{а} = LAJ {âe} (8-29) 
式 中 
a ба ва, 0% 
ов 0 09 
ГА]-:= L. cç Ü є Ü cC, Ü (8-30) 
А оа O G ва, 
0 ф, 0 $, 0 б, 
ос. 0 с, ос, 
A=B Ym 2.03, 页 = Yj Ym C = 2, — Z; 
а= ж, — ФУ, b= Ya Ys C; =, — т (8-31) 
Un = Td EY ба = 0: Y;, Cm = 2 2, 
而 
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11 Ea У 
为 三 角形 um 的 面积 。 为 了 使 A DAMI, i jom = A kay RAE 
将 (8-39) 式 中 的 (ay 代入 (58-25) 式 中 ,得 


{d} = [HICA] {8} = МИ} (8-32) 
х1 ака 9хт 
式 中 
1 
[= 2А * 
ra, + bz +e 0 a, +bz+eV 0 a, + b,2 + с] 0 ] 
| 0 aG, + bz + c 0 Qt ba + c у 0 "ав + фый + сч 
(8—93) 


BADARA ye usa л; Ж, ГУМ] ЕЕЕ". 

3。 单 先 应 蛮 与 应 力 

根据 G8-32) 式 ， 谱 用 弹性 理论 平面 应 力 问 题 中 的 几何 方程 式 (8-11)， 寻 可 求 得 单元 的 应 
变 如 下 : 








ди и 
{ Әт } р 
е, | | b b 90 b, 0 
до * 1 W; 
| Ey = ау = 一 一 J с 0 b3 д Cm 
2А 0; 
Ysy | 9 ou | 12; 1 £ b; С» b, и 
ör ау ш 
Um 2 
或 
ПЫТА в-м) 
式 中 
Гр, 0 b ово 
гВ]- |0 c, ос O c (8-35) 


‚© Ё, Cs Ё, Cm б 
(8-84) 式 为 用 节点 位 移 表 达 的 单元 应 变 ，[L BI 称 为 “几何 矩阵 ?。 
得 用 弹性 理论 中 的 物理 方程 式 (8-16)， 可 得 单元 的 应 力 为 
{2} SIDIR K} = Г51{д°) (8—36) 
AP ЕО] ЙЕ ЕЕ, M ДО (8-17); 





| b, HC, . b; ис; b, HC, 
[51- а 5 1 w x № w Б p 
ЕЕЕ 
(8-37) 


(8—36), 5 Hh А ли, [S] RA EIEE”, 
4。 单 元 刚度 矩阵 





Ий ЫИ АКЕ p k cJ E, ОШ лг О (9%) 与 节点 力 (F°) 之 闻 的 关 
ЖА: 
{F°} = рК] 8°} (8-38) 
Ч [К°], HERRE ERGE {0°}, РДУ (F°) 的 虚 功 为 | 
= 099708) 
Я, У Е ОСА TE NERT Ë ИЖ, 
{2 }=181 8) 
БЫА: ЫЕ, {сга р 
Pes || {oY (otdrdy= || {8 }тгвр. рг. ВТ (8 dedy 
ей Ре, Я (P) 可 也 在 意 值 ,上 {6} Кра m,y 变化 , 故 得 
(E°) si| (È СВУСРЭЕВЗаь dy сеу 
HEERE (8-38) Н Я , 15 20 М IE Еу 


гК'т =t [| rB]CDITB]dzay (8-39) 
08-35) LB] ЖИ ку iE, ПГО, ЖЕ 
[K°J= 83.72.73 dz ду = гАСВУСР-СВ (8-40) 
35.08-35) (08-1709 1270, 01 代入 后 ;可 得 
(Ки Ki Kin 
[Ks Кн К» к (8-41) 
Е ‚Кы: Ки; Киш 77 


式 中 КЛ, Kobo SAR НЕЕ ЕТЕ ВЕ, НОЙ Зу 


11-6 ив 
Бї b,b, 1 > Cbs BD, Ca + tb ] y=i jm 
аи) 1-а в, " 
Be, b, + у” е, с.е. + = 一 bs | 





ІК,.]= 


5=1,3,21 


(8—42) 

HARIK J= ЕКЕ, эрй, [К] ВЖЕ, 

ЕГЕТ 

现在 来 分 析 一 下 位 移 画 数 。 首 先 由 公式 (8-24) 可 见 位 移 画 数 是 4,9 的 线性 函数 ， 因 此 当 
单元 节点 袖 连 时 可 确保 单元 的 边 是 吻合 的 , 即 相 邻 单元 位 移 是 协调 的 ,不 会 有 衬 险 或 重 状 的 现 
象 。 其 次 由 公式 (8-34) 可见, 据 此 位 移 画 数 求 得 的 单元 应 变 是 常数 ,从 而 应 力 亦 是 常数 ， 这 一 
特点 使 得 杜 邻 单元 的 应 力 与 应 次 不 连续 ,但 车 单 泡 划分 得 足够 的 小 ,这 一 马 点 将 不 明显 。 喘 一 
方面 ,如 果 某 种 位 移 函 数 选 择 得 不 能 包括 单元 有 常 应 变 项 及 常 应 力 项 以 及 常 位 移 项 , 敢 倒 是 有 有 
问题 的 ,因为 随 凑 单 元 划分 得 越 米 越 小 , 每 一 单元 的 应 变 、 应 力 及 位 移 必然 趋 于 常 值 。 因 此 位 
移 示 数 应 该 选择 得 能 包括 常 位 移 项 以 及 常 应 变 项 。 

以 上 关于 位 移 巩 数 的 要 求 也 就 是 有 限 元 法 收敛 的 要 求 。 福 括 来 说 ， 有 限 元 法 对 位 移 函 数 
的 选择 要 求 满足 如 下 的 收敛 准则 
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(1) ВН Е EE, {ЗЛ Е ЖЕНЯ, 

(2) 位 移 函 数 应 能 包括 单元 的 常 位 移 ( 刚 体位 移 ? 

(3) 位 移 函 数 必 须 能 反 瞻 单 瑟 的 常 应变 状态 。 

满足 以 上 第 一 条 件 的 单元 称 为 “协调 元 ”(compatible element), WET ЕА 
元 称 为 “完备 元 ” (complete element)。 对 于 协调 .完备 元 可 以 证 彤 戎 着 网 格 的 纲 密 ， 有 限 元 
法 的 解 将 是 政 伍 的 ,但 实际 上 计算 表明 采用 完备 的 非 协调 元 解答 也 会 基 收 敛 的 ,所 以 非 协调 元 
也 有 应 用 。 

据 下 定义， 本 节 中 所 述 的 三 角形 单元 是 挛 调 完备 元 ， 由 于 它 具 包 含 了 常 应 变 状 乱 ， 故 又 
称 * 常 应变 三 角形 单元 "。 伺 是 这 种 单元 的 精度 不 高 ， 因 为 它 不 能 反映 单元 中 应 变 和 应 为 的 变 
化 。 为 了 提高 单元 的 精度 训 以 采用 高 次 的 位 称 画 数 ， 而 相应 的 就 要 增加 单元 的 节点 数目 而 使 
计算 变 得 复杂 。 本 书 中 我 们 不 打算 研究 这 种 高 精度 单元 ， 读 者 可 参阅 专门 的 有 限 元 著作 ， 如 
[171], [18]. 


$8-5 ИЕ 
ЖАН дА а у ОРОС Е ВЕН РОТЕ, ВЕ REE R 
建立 。 
考虑 一 个 只 包括 两 个 三 角形 单元 的 最 简单 结 档 ( 图 8-11)， 其 中 节点 i 上 有 外 为 X..Y., 
此 外 力 可 以 是 直接 作用 于 节点 上 的 外 载荷 ， 亦 可 能 是 单元 1 和 2 上 的 分 布 外 敬重 与 边界 外 茶 
BERAPA £ WJ, X: PA ai ВОКА F h. 











7 Ј 7: 1 РЧ 
| S O ү 
Е? EPa | Xi 
m т he р) | 、 
п ЖК 
O ~ — х га І 
чп 
Е 8-11 


ЭТЕЛЕР 取出 : 列 朋 2 方向 的 方 的 平衡 方程 式 ， 
Ре И КЫШ 
ХЕ, =F}+F2=Y, 
Х{Р,}= {Р} (8—43) 
式 中 Е, р 33338 B ЛЕР ОР, (P, ATAT 上 的 外 荷 重 。 
ОЕА п 2 h ПРА n ОЕ 2n TARA) НАЕ 
TAHT ГЕ |a] PJ ЖА (8-38) ‚ЖОГ УЖК АГАНАК, В НЧЕ 
个 结构 的 节点 平衡 方程 式 为 
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“Кү Reco Kye Ку; л 





1; г Р, 3 
Ka Kac К Кы: | 6 | | P, | 
роо | ГОРЕ 
| | = 8-44) 
Ka Ka Kyo Kali 8, | x Р, | ‹ 
1 
Ба : Н т | : 
ЕИ 
(Ka Кыз Kua K Jl a 1! Г. 
式 中 ГК] 为 单元 刚度 阵 的 于 矩阵 ;上 小 串 伺 记 为 
LR] {68}= (Pi (8-45) 


Җир LK] 为 结构 刚度 矩阵 。 
下 面 我 们 通过 具体 人 重子 来 涪 明 结 询 刚度 答 阵 组 成 的 方法 。 考 虞 图 8-12 中 所 示 的 单元 集 


合体 , 它 由 四 个 单元 ,五 个 节点 组 域 ， 
先 分 别 对 于 单元 О, ©, ©, ФУН ЕТ, 
对 单元 @, 1-3-4; 5 


1 г 
[Кр Кр Кето, | [FP . ; 
Кр Кр KQ) б, kirp 74 
1} 1) р 1 
[кр Кр кеја) lay 


KP КФ KPa) [ЕР ‚ м, 


KË K KP 3, Ka 
K? KP Kb] a J (FP о —. 




















HELO, 3-2-5, 8-12 
кр КФ Кр) JF] 
区 кӯ кә 8, СЕ 
кр KẸ кеа, ) IFP 

对 单元 @, 4-3-5; 
ке ке Ка. | (Fe 
к KY 可 8, к 
ку ке Kella) 1А 

НРУ АНА t БОЦА, ВЕ ЕНН ó, 上 不 需 注 上 单元 号 


5, 
现 列 出 省 节点 的 平衡 方程 式 , 有 
ЕЕ = P. 
FP L Кә = Р, 
Fpa F+ Fo + Fe = P, 
PU y F Р, 
ЕК» + Fi = P, 


ЖГ Sq ЕЙ НЕН БЕК, А. Е, ЭЕ u 8-45) ҖЕ 0, ИП ВЕ H: БЕ Эу 
[К] = 
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Кр+Кр К Кү + К күр о 


кР КРУК? К+К® о К 
Кр+КР КР+КФ К+ К+ K+ Кр Каъ Ко КОКО 
Kip 0 кк Кряк Ку 

0 к K+ KY ССА 


Но пр, ZEH ТРЕНЕРЕ АЕН fe ТУ ЖЕКИ ЛЕЕ BE BF H BFS n, ЖЕЙ л. НЕА ВЕЕ Т Е 
РЕГЕ, ТЕН РАНЕЦ ЕАН РЕВЕ rT B SIGRE, WT Т БЕЛАН 3EBEBI E 
[]—{У Ж БАНЛ, Ну Г ААТ ЕЕ, ХАН В СЕ КЕР ВАНЯ, 

НРА ERE ЁК, ВНР РЕРНАТА Н ДА ВЕЕ МР ‚ДЫ 
Фу ХЗ.) ЕЕ КРЕ ВЕБ, АР ОЕ Е — № лн ATAZAA ETE W -— 4 2E 
ЖИЕ АА АОС ТОЎ АОЛ. оК, ARER Иду: 
BE, МНН P UE H Е rh АЛЕН КЕ ЗОЯ о ЧЕ л рр F ЗЕТА РИК — A 
带 状 区 域内 ， 带 状 区 域 的 宽度 与 单元 节点 号 码 揭 差 值 有 关 。 这 些 特性 都 与 第 七 章 矩 阵 法 中 的 
结构 总 刚度 气 阵 的 特性 相 回 。 

由 求 得 的 铺 构 总 刚度 失 阵 及 结构 节点 力 的 平衡 方程 式 组 ,经 过 一 定 的 约束 处 理 后 , 即 能 解 
出 结构 中 各 节点 的 位 移 。 有 有 关 癌 题 将 在 $ 8-7 中 讨论 。 


58-6 外 载荷 处 理 
前 而 已 担 到 有 限 元 法 中 分 布 外 方 的 移 置 问题 ， 本 节 就 来 县 体 讨 论 外 力 移 署 前 方法 与 和 公 


式 。 
有 限 元 法 中 外 力 移 置 的 原则 是 静 力 等 歼 ， 方 法 基诺 胃 赚 功 原 理 。 下 而 分 别 对 三 角形 单元 


的 体积 力 及 边界 力 进行 移 置 。 

1、 单 元 中 分 布 力 的 移 置 

设 三 角形 平面 单元 中 有 分 布 力 ， 例 如 单元 的 体积 力 ， 并 设 此 分 布 力 站 单元 内 是 均匀 的 ， 
于 是 分 布 力 的 合力 将 作用 于 三 角形 的 形 心 处 。 在 图 8-13 中 男 出 了 单元 ijmm 在 4 方向 的 合力 
Q@， 与 它 等 效 的 作用 于 单元 节点 上 的 力 分 别 为 PPiP。， 

我 们 先 求 P,， 为 此 设 三 角形 单元 仅 在 节点 i 产生 9 方向 的 单位 盯 位 移 仿 =1， Wajit 
mh 不 动 。 于 是 在 单元 形 心 处 有 辐 祥 方 负 的 大 小 为 1/3 的 虚 位 移 。 令 日 对 其 虚 位 移 之 虚 功 等 
于 P, 对 虚 位 移 的 虚 功 ,有 





Qx} = P,x1 


从 而 得 Р,= Q@/3。 同 理 可 得 P; = Pn = Q/3, 
这 个 结果 表明 三 角形 单元 中 的 均 布 力 可 用 作用 寺 单元 节点 的 三 个 大 小 为 分 布 力 合 力 的 
173, 方 向 与 分 布 力 相 同 的 节点 力 等 效 代 替 。 


2. ATAS AiE 
设 三 角形 单元 的 某 一 边界 上 有 分 布 外 力 ， 其 合力 的 大 小 为 @， 作 用 点 在 召 点 ( 见 图 &- 


14}， 与 它 等 效 的 作用 在 单元 节点 上 的 力 分 别 为 P,P;, 了 wm。 
KR Po RATTA IPAS Ө 同方 向 的 单位 虚 位 移 .=1， 则 BB 点 有 相应 的 砍 位 
ВАЛ, ИЖ, ЛЯ Е, 4 为 避 点 沿边 界 至 了 点 的 长 度 , 于 是 有 虚 功 方程 式 ， 
一 177 一 





P.xisQ b- 或 Р,» Qi- (8-46) 





BEDI 
P,,=0 (8-47) 


这 个 结果 老 明 三 角形 单元 边界 i БВ 可 用 作用 于 节点 i 与 7 上 两 个 等 效 节 点 力 
代替 ,等 效力 之 和 等 于 外 力 @， 大 小 与 @ 的 作用 点 距 1 与 7 点 的 长 度 成 反 纶 。 

将 作 得 的 结果 用 于 单元 亡 界 上 有 上 均 布 荷 重 ,三 角形 敬重 及 梯形 荷 重 的 情形 (图 8-15ayb， 
c)， 则 有 








ат у Р; z Q 
' са i п 
(b) {7 
0~ —— -ï 
{a} 
Е] 8-15 
对 均 布 荷 重 ， 
Р,=Р,=. 4» (8-48) 
ЧЕ ЯЕ, 
Р.=. Lalar Р, = (8-49) 
对 梯形 荷 重 : 
(8—50) 


Р,= 1-0 qit gias Р,- PRCE 2404. 


一 个 节点 如果 汇 交 着 几 个 单元 , 则 名 个 单元 都 可 能 有 等 效 节点 力作 用 于 该 节点 ,这 些 等 
效 节 点 力 的 和 再 加 上 直接 作用 于 该 节点 的 外 力 ,就 形成 了 此 节点 的 总 节点 力 Pile 


§ 8-7 解 题 过 程 与 例题 


1, REHE 
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现 将 二 角形 平面 单元 有 限 元 法 的 解 题 过 程 归纳 如 下 。 

1》 结构 的 离 航 ， 根据 具体 结构 的 形式 与 计算 精度 的 要 求 ， 将 结构 分 为 一 定数 量 的 三 角 
名 单元 ,建立 顷 构 坐标 系 并 进行 单元 和 和 节点 编号 。 一 般 来 说 ,单元 的 节点 和 边界 应 放置 在 结 帮 
几何 形状 , 线 荷 及 材料 性 质 和 突变 的 地 方 , 并 应 避 侈 采用 狭长 的 三 角形 单 苑 ， 这 是 因为 三 角形 
单元 所 得 的 应 力 是 平均 应 力 ， 而 狭长 的 三 角形 泡 不 能 很 好 地 反 卫 出 结构 在 该 处 单 真 实 应 力 状 
Жа 

(2) Н ДЕЕ Е. ATA ДИ оо, ДНУ ААА -3D 
Р.с ЕАН, ВЕЕ а (8-42)51КЖ ЗАЛОВИ ВЕЗЕ ЕТНА, 5 

(3) ЯАНА ИЯ Е. С d ЕН ЕН ЭЕ ЕНЕ АНОН АЖЕ 
组 成 总 刚度 矩阵 。 

(4) 建立 外 力矩 阵 : 将 单元 的 分 布 载 荷 逐 一 身 有 关节 点 移 置 ,得 等 效 节 点 力 , 骨 加 上 直接 
作用 于 节点 的 外 力 , 得 节点 外 力矩 阵 。 

5》 约束 处 理 ， 根据 结构 的 约束 条 件 进 行 约束 处 理 ， 湛 方法 与 桂 系 矩阵 法 中 约束 处 理 的 
方法 完全 相同 ,不 再 详 述 。 

(6) 求解 节点 位 移 ， 求 解 经 过 约束 处 理 后 的 钳 徇 节点 平 衔 方程 发 ,得 节点 位 移 。 

(7) 计算 单元 应 力 ， 对 于 每 一 单元 ,从 求 得 的 节点 位 移 中 取出 三 个 基点 的 六 个 位 移 分 量 ， 
按 公 式 (8-36)，《8-37) 计 算 单元 的 平均 应 力 。 如 果 和 需要 ， 订 进 一 步 计算 出 单元 的 主 应 力 与 主 
庶 为 方向 以 供 分 析 。 

单元 节点 处 的 应 力 可 由 相 邻 单元 的 应 力 平均 后 求 得 。 当 单元 足够 多 (网 将 足够 密 ) 时 ， 这 
祥 求 得 的 应 为 已 足够 精确 。 

(8) 支 座 反 力 计算 和 节点 力 平衡 的 检验 ， 由 所 得 的 节点 位 移 下 单元 刚度 氟 阵 可 求 出 单元 
的 好 名 力 ， 各 有 关 单 元 在 公共 节点 的 节点 力 之 和 应 等 于 该 节点 的 外 力 。 如 果 某 一 节点 是 支 座 ， 
则 该 节点 力 与 外 力 之 各 应 等 于 支 座 友 力 。 . 

ЗА ЛИК Е ИЯ, 

2. 例题 

例 1 ЕЙ, УНИИ 8-16(а) Бр, 将 其 离散 为 四 个 三 角形 单元 组 成 的 
结构 ,其 计算 图 形 如 联 8-16(b)， 求 各 节点 的 位 移 与 各 三 角形 单元 的 应 力 。 


























{a} 《hy 
9 8-16 


n 1=100ст, ДЕ /=1сш, g=200 N/mm? (Mm Р=10°ЇЧ), E=2x10N/ 
2, #=0.35 | Dial 
i (1) ЯВ, 为 了 按照 式 (8-41) 和 式 (8-42) ТГ Н НОН Е, 





先驱 算出 公式 中 的 系数 ,为 此 利用 公式 (8-31)。 以 下 计算 中 长 度 单位 为 cm, 
对 于 单元 四， 因为 
Gs =ü0, Y=, &б,=100, У,=0, == 50 


和 = 所 一 办 = 一 50， Gz ~— 50 

b =Y,- = 50, C=- t= — 50 

бу = 9-0-0, є,=Ф,— mn = 100 
РЕ == 


hb +. ШВ сс = 3575, neb + 1 z Вус, = 1625 





x 
1 Et 2x10 
=. x = 97 -—- лш a шш ЭА Ош 
А: P, 100 x 50 2500, 4(1-н®А, 0,91 
所 以 
2X10sr3375 1625- 370) 1785 
[Крл = 二 -一 =2х10* 
" 0,91 [эв ть [у 091 
同 理 得 
-1786 一 137 —1923 一 1928 
[К] =2х 108 ‚ [KP1= 2 x 103 ] 
a | зт 1788] СЕА [165 -5495 
3709 —1786 -1923 — 1923 
Ко =) x 10 |, KW =2x104 ] 
al [ 178 3709 1887 1848 -5495 
3846 0 
K9]=2x10 
Ma [ 0 10989 
计 及 
页 由 = [KJ КФА], KY = [KJ 
18 
ГК = 
1-2-3 А 
С 3709 
1786 3709 对 F 
[К КФ КФ пин ес экесш 
~ 1786 137, 3709 
KP KP К |=2х10°х шш 
— 137 1786-1786 — 3709 
KP KP К ee 
-1923 -1923-1923 1923 3846. 
\—1648 一 5495 1648 一 5495 0 10989 
同 理 得 
[К] = 


1-8-4 
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_ тезен, 对 称 
KO ко Ke | 71786 8709 


1786 137; 3709 
Кр КР? К@]=2х10% х | ' 


— 337 -1780 1785 3709 | 
KE КФ KQ. озо уш ны 





СК = 


5-4-3 


(з) (a ma ; 

ко КФ Kg „ушуш Нин 
(з) ЕП з | 一 3 
45 “4 КЕ 2х10° x 


Ко Къ KƏ НН ои ПИ 
— 1923 — 1923 = 1923 1923 3846 








— 1648 -5495 1648 -5495 0 10989 | 


ЕК] = 
4-1-3 . 
3709 
-1786 30 对 Ё 
K? К? KẸ — u не | 
i 1188 187 870% ! 


кф KP Ку |=2х10 x 


| = 137 -1786 1786 3709 
K? KP KY | x 





-5495 1648—5495 - 1648 10989, 





| 1923 - 1923 ~ 1923 —1983 0386 _ 


(2) ЖИНЕП: 根据 计算 得 到 的 各 БЕЯ, 组 成 如 下 的 结构 总 刚度 矩 
№: 


| Ко Я Кір К 0 | D 
| Ku Као Ка 0 К | 
[К] = Казо К+ Кое Ко HD КФ+® 1 
КФ 0 Како Коно К 
| 0 KP К+ К? К+ 


从 重组 成 结构 节点 力 衬 衡 方程 式 纽 如 下 : 





il; 


图 ”为 了 书写 简章 起 六， 将 КЕКЕ? gi KP O, ARH. 
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3571 7418 
— 1786 137 7418 
~ 137 1786 -3571 7418 对 Ж 
2x1ọ x | -7418 -3571 -7418 3571 2967 | 
—3571 -7418 3571 -7418 0 2967 | 
1785 ~ 137 0 0 -7418 3571 7418 | 
137 -1785 0 0 3571 -7418 —3571 7418 
| 0 O 1786 137 ~7418 -3571 -1786 ~ 137 7418 
L 0 0 = 137 -1786 -3571 -7418 137 1786 3571 7418 
= t "Ки у 
O, Ry 
м. 10° 
0, 0 
х “з = 0. 
б с : 
| w | | Ra | 
РЯ г 0 
ИЕ 110% i 
„г ху 4 





式 中 Ron Ry, R,, ЖЖЕНИЕ К М. 
(3) ЖИ, ЖИ, EEL H a ЖИВА ино =u =n = 0, 从 节点 力 平 衡 
ЭЖЕША; и, ‚и, о, 对 应 的 1,2,7,8 行 与 列 后 ,可 解 得 节点 的 位 移 如 下 ， 














r Ha ` r 0.09673 ` 
| i 
2, 0.01911 
и, 0.04377 
i =; tem 
， D, 0 
и 0.09673 
© „= 0.01911 ~ 


(4) 计算 单元 应 力 ， 由 节点 位 移 分 量 按 (8-36) 式 可 计算 各 单元 之 应 力 。 为 此 先 按 (8-37) 
式 计算 应 力 答 阵 ,以 单元 @ 为 例 , 将 前 面 算 好 的 系数 5,c， 等 代入 (8-37) 式 中 ,可 得 
— 1.099 —0,3296 1,099 — 0.3296 0 0.6594 
[$0] =2х10°] – 0,3296 —1,099 0,3296 —1,099 0 2.198 
0.3846 — 0.3846 -0.3846 0,3846 0.7692 0 
所 其 单元 G 的 应 为 分 量 为 
с, u} 
{0} H=] о, 
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| #, 
б, | 
: 
Са 20000 | | 200 
| H, ， 
= [5871 `) =4 2177.9 | М/сш? = 4 21,78 p N/mmė 
| 762,5 7.62 
tts | 
Vs 


同 理 可 得 单元 О) 0) ки N/mm Yy 


207 ,62 Í 500 | 192,38 
{т} = -14,16 r, {o}®=] 21,78 f, (=) 57,71 
| 


| 


о | ‚ -7.62 
2 计算 均匀 拉 伟 平板 中 天 并 孔 处 的 应 力 集 
中 系数 (图 8-17), BA: 方 板 边 长 /= 30cm, 厚度 "| 
і = 0,5ст, т ДЯ, 1 6 = 2ст, уа = SN/cem, 
№ ИННЫ, ZE z Нл 
不 会 产生 Y 方 向 的 位 移 ,在 y 轴 上 的 点 不 会 产生 z 方 
疝 的 位 移 ， 因 此 可 以 只 取 右 上 用 四 分 之 一 为 计算 部 
分 。 对 位 于 对 称 轴 上 的 点 ， 孝 给 以 滑动 支 座 。 限 贡 
它们 垂直 于 对 称 轴 方 向 的 位 移 ， 以 反映 上 述 对 称 性 
特点 。 用 192 个 三 角形 单元 117 个 节点 组 成 计算 网 
格 ， 对 于 预计 应 力 梯 度 较 大 的 护 边 缘 区 使 用 较 密 的 
网 格 ，。 侧 边 上 的 外 为 按 节 点 闻 的 距离 化 为 节点 集中 
力 。 和 参见 图 8-180, 


0 




















一 一 型 论 解 
o ARER 





O 图 新 18 nias kune, 
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计算 给 出 各 单元 的 平均 应 力 ， 可 以 认为 这 是 各 单元 重心 处 的 应 力 ， 将 沿 Y АЕ IA 
的 水 平 应 力 按 其 重心 纵 坐 标 标注 于 图 8-18 左 侧 , 它 与 按 弹性 理论 绽 出 的 曲线 十 分 接近 。 对 于 
孔 边 缘 处 ,弹性 理论 给 出 应 力 集中 系数 值 为 8, 本 计算 给 出 为 2.82， 这 是 由 于 该 孔 边 单元 重心 
和 位 置 与 孔 边 毕 线 还 有 一 段 微小 的 距离 。 进 一 步 减 小 筷 边 单元 的 几何 尺寸 可 使 应 力 集中 系数 计 
算 值 更 趋 精确 。 

这 一 例子 说 明 本 节 介 绍 的 常 应变 二 角形 无 是 平面 应 力 分 析 的 一 种 有 效 工具 。 


$8-8 ЕЛИ 

Ж ЖИЕ ЕРИНЕ „ВЕНЕ, М ДЕННИ, ЖРД 
的 。 

1. Вам 

7 6 ЖА ИНО ИР 8-19， 单 元 的 边 长 为 28 126, Иена, рт, p AZ F 
АНН НЕ ДЛО НН Ory, ВАНА ИНО, 
+ ЖУ a BJ AY i(- a, -}), ха, -5), mD), pi-a,b). 

HEFE NHE TATAR Ио, AMUTE АЗ 8 个 位 移 , 它 们 组 成 单元 的 节点 
位 移 人 矩阵 {}， 并 有 相应 的 因 位 移 而 引起 的 单元 贡 点 力矩 阵 1F*} 如下: 

















I и; ` F. 
| 2; | Е, | 
ау | % | г, Е, 
8, v, | F, | Е, 
{6°} = =} 7”> > Е} = = ` | (8-51) 
Öm | m, Fal | Fm 
ó, Pa | F, | | Eom | 
| | (к, 
| [Ж J Е, 2 


现 引 入 位 移 函 数 ， 它 将 由 8 个 节点 位 移 来 确定 ， 故 写成 ， 





HCE, Y) =а + GZ + aA + z tH | (8-52) 
ym Y) = G; Hat + Z, + z ху 
或 
4} =] „|= На} (8-53) 
式 中 





-| - 
77 1000 ò isy zy (8-54) 


{a} =[a: а, аз а, G, а, а. а] 


将 四 个 节点 的 坐标 代入 《8-52) 式 后 ,可 得 


© ”由 于 是 单元 昔 标 系 ,所 以 将 有 些 标 转 挠 问题 ,这 一 特点 与 三 角形 单元 不 同 ， 
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(8° = ГА {а} (8-55) 


8x8 6х1 








式 中 
71-а -È ab 0 0 0 0 
Е" 0 0 0 1 -a -b ab 
11 a -b -ab 0 0 0 0 
гА1- |? | 9 0 1 а -b -ab (8-56) 
1 a b афо о 0 0 
оо 0 ога b фф 
(l -a b -a O 0 о O 
0 0 0 0 1 -a b -gabd 
由 (8-55) 式 可 解 得 {ej=[4] {86°}, АМ 
{4} =(HHat= [HIA Ц} = [N 1{д°} (8-57) 
ГМО, 
[N1= [N, N; Nn Му) (8—58) 
其 中 
„(@—ж)(В—%/) 5 
1 
IN Л= 一 - 
дав 0 (а— D #- ы] 
(а+ ж) (Б- y) 
[N= Tal 0 (6205 КИ! 
( (+9) (8-59) 
atr +Y 
[Nm]= -73| | 
Шш 0 «чачу (ф+и) 
(й-х)(ф+ у) 0 
= ] 
289. 0 (a~ з) (b+Y) 





以 上 所 取 的 位 移 函 数 是 坐标 ,9 的 二 次 酒 数 ,但 在 单元 边界 上 仍 为 一 次 函数 ,因此 边界 位 
移 是 线性 变化 的 ,从 而 二 相 邻 草 元 的 边界 在 变形 仍然 周 合 ,由 此 订 知 惩 形 元 是 协调 元 。 

2. 单元 应 变 与 应 力 

由 (8-57) 式 可 得 单元 内 任意 点 之 应 变 为 


„ди 
=, дт 
_ 1 Өр _ N 
= |. | Г PENG) (8-60) 
Yay дн др 
ду Әв 
ЕВ ДАН, | 
ЕВ]=[В, В, Ba By] (8—61) 
其 中 
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再 由 物理 方程 式 得 单元 内 人 


= (a rg) 
(5+0) 


=- 0 


‹а+т) 
L= (0+5) 
0 
(а—&) 





意 点 的 应 力 为 





0 
= (а= т) | 
= ib- Y) | 

0 3 
— (g + x) 

(б— 0) | 

0 

(@ +) | 
С) | 
| . 
ta- T) 
一 (6+5) ] 








to) =[DJ(e) =L DJLB 10681 = ISHS} 


式 中 [DI] 为 弹性 矩阵 (公式 8-17), [S] АЖ: 


[ES]=[S, S; S, 





其 中 
Г- (0-7) 
_ Е | -в0-У 
[541= sab- 8). 1-а 
- —  (g—- m) 
L 2 
г (一 多 ) 
_ _ БЕ  ' шф—%) 
[= 4а5(1- 1?) 1-а 
= 77 +) 
L 2 
T (DY) 
_ Е | ц(ф+у) 
- (atg) 
_ 2 
Г- В+) 
___ £ -н(ф+ у) 
[51 = аве - p) 1-1 
5 ~ia- g) 








5,1 


-и(а-@) 
- (g— m) 
1-а 





2 
-и(а+т) 
— (2 + m) 


- 6-9) | 


l-# 
5” (0-0) | 


uatz) 
(24-2) 


"Ру 


- pat) 
ta-w) 
l-# 





=I 





1! 
i 


- (b+ %) } 


2 


(8—62) 


(8-63) 


(8-64) 


(8-65) 


可 见 单 元 内 任意 点 的 应 力 是 坐标 的 级 性 函数 ,对 于 单 范 中 心 ,将 f= u= 0 А Ез, Bln 





得 单元 中 心 的 应 力矩 阵 。 


3。 单 元 刚度 矩阵 与 结构 刚度 矩阵 
扼 形 单元 的 刚度 矩阵 可 以 象 三 角形 单元 一 样 用 虚 功 原理 导出 ， 并 同样 具有 公式 (8-39) 的 
形式 ,将 (8-61) 式 中 的 [BI] 及 (8-17) 式 中 的 [DD] 代入 后 ,得 


— 186 — 





К Ku К т K 
ГК] = K, Kis Ат К, (в-66) 
8х8 А: Къ Kunn Ка 
-Kyi Ky K pm K, 














其 中 的 子 和 矩阵 为 
г; [f+2cg c 
Kals Kan] е | : 
сй а gt20f 
y |/+2c8 -6 
[K] = [А,,]) = үа - 
н ш = 63 B+20f 
м Г-жа є, 
ЕК =[А„1= = H g 
E| =e eS 
El | -£ -eg -Es 
[Kad 一 Чье | 
| о-а — (8-67) 
ІК] ғ AET с | 
L _ Č, -g+ef 
T f _ 
LE- ү. 了 в | 
L с. -gtef 
Е; -本 -eg С 
К] Е , 
L 6а 79 -if 
其 中 
= — =.© 
. 1. | И (8-68) 
-. - 8-68 
а H., с,= КА ‚ сы 1-38. 





由 于 有 [Kw]=[K;:]"， 故 其 余 的 子 征 阵 就 不 一 -一 写 出 。 

求 得 了 单元 刚度 矩阵 的 子 矩 阵 后 ， 对 于 具体 结构 可 将 单元 刚度 筷 阵 的 子 乍 阵 按 其 下 标号 
码 对 导入 座 组 成 结构 刚度 矩 降 [ 严 ]， 从 而 建立 结构 的 节点 力 平 衡 方程 式 : 

[К {8} = {Р} 

式 中 (Š) НУВ АШЕР. (P) ЖЕГИР РЯ, 

4 ЖЕБЕШ 

结构 的 节点 外 力矩 阵 {Р} rh бй АЛС ЕЕ ЛИЕ ЗЕ 2. РИА, 如 
单元 中 有 区 名 分 布 的 力 ， 其 合力 为 妨 ， 则 可 象 三 角形 单元 一 样 用 虚 功 原理 导出 此 分 布 力 的 等 
APAJA 
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Р,= Р,= Р„=Р,- © (8 69) 

щй жәл УЕ ЕЖЕ Jp JE ТЕШЕТ u EA ГГ ДЕЛ, a ЗЕНИТ НД 
与 (8-46)，《8- 47) 式 相同 ,不 再 著述 。 

5, RRK 

ХРЕН И: On О Йош ЛАБ РЈ НИЕ (ЕПН 8 20)， 这 时 
就 要 进行 坐标 转换 。 

在 平面 问题 中 , 怪 标 转换 的 关系 与 第 七 这 7-6 会 式 (7-27) 相 间 , 即 

' g= zeua- YSine | 
Y= mslna+ cosa | 

式 中 к, МРАК, ш, 为 结构 坐标 ，& 为 从 Ош МИЯ ОБИ, НН 
ProB EE 





(8-70) 


cosa -asin И 


[= m = cosa (8-71) 
并 有 以 下 的 节点 位 称 , 节 点 力 , 节 点 短 力 的 奉 标 转换 关系 ， 
49°} = [THE}, (Е) = [TJ FJ), (PeT KP} (8-72) 
AT 
і 0 
п.) t ; | (8-73) 
Го # 
i SG RE SE EE US pp Я 
К° = [TIK ATF | 70 
ÉE [Kals ILK ЛЕНТ 


以 上 公式 的 推导 与 第 七 音 $7-8 中 相同 。 将 节点 位 黎 , 单 元 刚度 符 阵 以 及 节点 外 力 进 行 坐 
标 转换 之 后 ， 才 能 组 成 对 结构 举 标 系 的 节点 力 平衡 方程 式 或 得 到 对 结 冤 坐标 系 的 总 刚度 算 
库 。 将 总 刚度 矩阵 进行 约 来 处理 后 邮 可 求解 节点 位 移 。 








У 
b РГ 
; m { 
~、 | 
I + A. 
о 
[13-20 [9 8-21 
6， 例题 


#1 计算 8$ 8-7 中 的 例 1， 用 四 个 振 形 单元 离散 如 图 8-21， 计 算 各 节点 的 位 移 和 单 元 
应 力 。 
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М (1) 计算 各 单元 的 刚度 年 阵 ， НЕА (8-67), (8-68), ATAD, j, т, b 
=1,2,5,1, ВЕН СР НН ЕЛЕ {у Уу cm) 


b 1 а 1 
= b= 5 =. =." = — -z3 
а 25, 25, f за 5 › g 3b 3 
а= 158 = 0,175, = 1А 0.1625, cas ЁЛЕ. = 0,0125 
FAL 


[KP]= [Kg]= 





_ В w. 0,1625] 
1-й | 0.1625 0.450 | 


[0.495 0.179 
=2 x10 


10.179 0.495 


0.495 ~ НИМ 


Скале [Ke] 2x10| 0.179 0.495 


[КФ] =[КФ1= 2x10 | 0.0137] 
— 0,0137 0,0549 


-= 0,247 — 0.179 
K] = 2 x10 N 
[As] [| өл ым 

- 0.0549 0.0137 
ЕК: 2x10"| | 


—0,0137 -0.302 


0.0549 - 2012] 
0.0157 – 0,302 - 
— 0,247 0.1797 


ГА] = 2х "| 


ко 2 x 19: 
САРА | 0,179 -—0.247- 
单元 D НИ 
[К] =2х10" 
0,495 
0.179 0.495 
a 对 FE 


-0.302 0. 0137, 0.495 


-0,0137 O, 0549 - 0.179 0.495 | | 


-0.247 -0, 179. 0.0549 0.0187 0.495. 


-0,179 -0,247 1-0. 9137 302 | 0.179 0.495; 


0.0549 —0. 0137- 0.247 0.179 -0.302 0.0137 0.495. 





0. 0157 0, 302 | 0, 379 -0,247 —0, 0137 0.0549- 0.179 0.495 ) 


pr с 
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А5 Ф.Ф. 的 刚度 矩阵 。 
(2) У ВЕН, 由 各 单元 刚度 矩阵 组 合 而 成 的 结构 总 刚度 手 阵 为 





КР 

Ко К+ 
0 Ке Ар 对 # 

А Hy Ко 0 Кр ШЕЛ 

ГА] = KP KE Ко Kipr KEHA 

о Ke Кр 0 К Кә 
о о о К КФ 0 Кр 
$ 0 0 К‘ K+ KW К К+ 
о O 0 0 кр К о Кр 


有 了 结构 的 总 刚度 矩阵, 就 可 以 组 成 结构 平衡 方程 组 。 





кр) 


(3) 计算 节点 位 移 ， 定 节点 平衡 方程 式 组 中 ,经 过 约束 处 理 , 得 第 197 页 方程 式 。 解 此 方 


程式 ,得 

н, 0,04956 

| 2: : 0.01539 
y | 0,09830 
t', 0.01582 | 
н; | 0,04606 
p. Г 0 | 

р = , ———— сш 
Ha | 0.09768 

| Va 0 
tfa 0.04956 
Va | -0,01539 

К? 0.09830 
Ps —0,01582 














(4) 计 算 应 力 ， ЗНА (8-65), 34 #= = 0 时 得 单元 中 点 的 应 力矩 阵 为 
-1.099 —0.330} 1,099 —0,330 11.099 0.330; 一 1.099 

[5°1=2х10% -0.330 ~1.099 : 0.330 -1.099 :0.330 1.099 ; 一 0.330 
-0.385 —0.885 i -0.385 0,385 {0.885 0,3851 0.385 


于 是 由 式 (8-63) 可 算出 读 单 元 中 点 的 应 力 为 
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Кой, | 
o | 
u 200.0 | 
{с} = 1507) ™ |= 29.28: N/mm? 
Hs | 9.16 
p, 
Н, 
т, 








同样 可 求 出 单元 @,@,„@ 的 中 点 应 力 , 不 再 详 述 。 
例 2 图 8-22 为 一 端 刚性 固定 一 端 自由 的 巧 辟 板 ， 在 上 析 的 自由 端 受 集中 力作 用 。 已 知 
¿=80cm, k=10cm, #-1ст, Р=2,5КМ, РЕНН ЕЛЕ, 








ER ESA 
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0 мавси _ __ 
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Lon]. 1 L ! П 1 上 = 
0 2 4 6 8 м 16 长 度 方向 
《单元 数 ) 


[8] 8-22 8-23 


Я xF TEASE ЛИБО 8-22 中 四 种 分 着 密度 的 网 格 计算 后 ， 记 得 的 自由 端 挠 
度 与 按 简 单 粱 理论 计算 所 得 的 结 采 之 比较 如 图 8-23 所 示 。 

由 图 8-23 可 见 , 在 这 个 问题 中 必须 在 长 度 方向 加 密 分 割 ,端点 挠 谭 才 逐渐 向 理论 解 接 近 ， 
这 是 因为 此 好 使 用 的 矩形 单元 的 位 欧 函 数 规定 了 单元 边界 在 变形 后 仍 保持 直线 ， 但 实际 上 县 
辟 板 上 的 水 平分 划 线 在 变形 后 将 变 为 曲线 ， 所 以 必须 加 密 # 方 向 的 分 割 才能 有 较 好 的 逼近 。 
另 一 方面 ,由 于 梁 理 论 中 引用 了 六 断面 假定 , 基 辟 板 上 的 重 直 分 划 线 变形 后 保持 直 织 ， 这 与 单 
元 边界 情况 正好 答 合 。 所 以 , 沿 和 方向 的 分 割 便 可 以 殊 为 笑 玖 些 。 图 8-23 h D 点 表明 ， 加密 
9 方向 的 分 割 效果 运 不 及 加 铸 z2 方 向 分 割 明 显 。 

以 上 两 个 例子 说 明 , 当 选用 的 单元 的 位 移 酉 数 能 符合 实际 结构 的 特征 时 ,例如 第 一 例 的 均 
匀 应 变 分 布 ,计算 的 精度 就 高 ,反之 则 低 。 本 节 介绍 的 是 一 种 最 简单 的 佑 形 平面 应 力 元 ， 比 外 
还 有 车 于 种 较为 复杂 的 和 矩形 和 四 边 形 元 在 实际 计算 中 广泛 应 用 着 ， 它 们 往往 可 以 维 出 殉 为 良 
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好 的 精度 。 关 于 这 此 可 参阅 文献 [17] 及 [19]。 

7 ”上 撼 形 单元 与 三 角形 单元 的 组 合 

在 某 些 情况 下 ,将 铺 构 离散 为 矩形 单元 与 三 角形 单元 的 组 合 是 人 台 适 的 ,因此 就 出 现 了 拖 形 
单元 与 三 角形 单元 的 组 合 分 析 问 题 。 

组 合 单元 的 分 析 并 不 困难 ,只 要 上 先 求 出 各 单元 对 结构 灌 标 系 的 刚度 失 阵 的 子 矩 阵 , 并 按 其 
下 标号 码 组 成 结构 刚度 什 阵 ;从 而 建 训 节点 力 的 平生 方程 式 ， 

下 而 我 们 以 图 8-24 中 由 一 个 矩形 单元 与 一 个 三 角形 单元 的 简单 结构 为 例 。 暂 不 考虑 党 
标 转 换 和 问题， 对 于 图 中 所 东 的 单元 与 节点 编号 ， 对 从 形 单元 ПО) HAEE Е У 
гК Кр Кр Кр 
K? Кр Кр KẸ 
Кур KP К? Ар 
Кр Кг KP Ke 
对 三 角形 童 元 @ ЯН РЕЖ ОН 

Е Кә Кр 
ГАС = 


[К] = 


к? KẸ KẸ] 
则 结构 的 蜀 度 短 阵 及 节点 用 平衡 方程式 为 
кр KY o Кр К | 5 ГР) 





кф Кат Кр Kho КФ | |Р, 

о Кр з’ Ам 0 ‚ ба ro 1 Р, 
кр Као кр Кре Kh 8, | 四 
Кр Кр 0 KQ КСВ, 


示 方 程式 可 经 过 约 求 处 理 后 求 出 节点 位 移 , 具 体 过 程 与 前 面 一 伴 , 不 再 详 还 。 


习 м 


8.1 试 月 平面 应 力 问 题 的 几 订 方程 式 求 出 当 和 应变 分 量 均 为 零 时 的 各 点 的 位 移 分 景 ， 并 对 所 得 结果 代 
物 还 意义 上 作 一 和 解释。 

8.2 图 8.1° 中 为 一 矩形 截面 的 简 支架 , 受 均 布 稍 重 &。, 若 应 力 c. Ter 按 材料 力学 公式 计算 , 试用 弹性 
理论 平衡 方程 式 和 边界 条 件 求 梁 中 的 应 力 gcy。 计算 时 可 取 截 面 厚度 为 1， 未 让 体力 。 

















| 1 | ж 





8.3 试 导 出 用 位 移 法 求解 七 西 应 力 问题 所 需 的 方程 式 和 边界 条 件 。 
一 193 一 


8.4” 试 导出 用 应 为 法 求解 平面 应 力 问 题 所 需 的 方程 式 。 

8.5 建立 图 8.2" 中 三 角形 单元 的 刚 亡 矩阵 ， 已 知 板 厚 1=2,0cem, [= 100сш, Ё= 2х 40°М/шай, 
u=0,3, 

8.6 若 已 解 得 图 8.2” 中 单元 的 节点 位 移 为 











ро 
0 
ó, — | ' 
0.1 
Јо®) =4 д, [= сш 
| 0 
д, эзе 
0 
0,1 








试 计算 此 单元 内 的 应 力 值 。 


8.7 E8.3° Ас OPRET, MEA f БЕНЯ a= 0, ЖАЛКОЕ, 几何 
ИЕН. 


























—— 
= 





图 8.3” 图 8,4” 

8.8 ”图 8,4" ПУ НИЖЕ ал, ИЕ +, 

(а) 求 出 单元 节点 为 与 节点 位 移 间 的 关系 。 

(b) 求 出 单元 应 力 分 量 与 节点 位 移 间 的 美 系 。 

(с) 如果 单 元 只 有 节点 i 有 位 称 十 ， 其 余 节 点 位 务 分 是 均 为 零 , 斌 求 出 此 情况 下 单元 的 节点 力 与 单元 的 
应 力 。 

8.9 EBl8.5 (a) ШВИ, p 假定 均 名 分 布 在 自由 端 表 面 上 ， 试 用 8.5”(b) тоер 
HATAREE. ARR u= 1/3， 梁 的 厚度 为 1。 斌 将 结果 与 精确 解 比较 ,并 说 明 误 差 较 大 指 诛 因 。 














L- 2ш — 








图 8.5” 











8.10 图 8,.6° 代表 船舱 胁 骨 下 端 之 肘 板 , 设 由 一 个 三 角形 单元 与 一 个 矩形 单元 组 成 ,已 知 板 厚 1 = 2cm， 
E=2x10 N/mm, #=0.8, а=2 N/cm", gr=10N/cm’, 9359 М/сш°*„ 其 余 尺 寸 见 图 。 ДН 
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ВЗЕН, ЗЕН ВРЕ, ' 





图 8.7” 


8.11 上 机 计算 图 8,7* 中 所 示 的 三 角 板 的 应 力 。 已 知 , [= б0сш, 08 2-1,0 сш, Р=8х10 N, 
E=2x10 N/mm’, #=0,3. 
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Жл EERS HEE 


$9 Я {Ш 

Ж РИН У НН НЯ 

ЧЕРТЕ ГЫН. ЗЕБРЫ АКШ, ЕДА А НРС ВВ Е МНО, 这 
EAER TRACER EERE BRE А А 
互 作用 ， 即 不 考虑 连续 板 。 央 此 在 本 章 中 宇 要 讨论 前 对 象 为 承受 各 种 重 训 于 板 而 载荷 的 ， 具 
有 不 同 按 界 条 件 的 拖 形 平板 灾 曲 时 的 点 力 与 变 疹 问题 。 其 中 应 力主 要 是 弯曲 正 应 力 , 变 形 主 要 

船体 结构 中 的 板 属 于 菌 扳 的 范 睹 。 按 昭 弹 性 理论 中 的 分 析 ， 亡 谓 薄 板 是 指 棋 的 厚度 芋 与 
板 上 年 按 总 的 比值 在 上 肉 下 范围 之 办， 











图 9-1 
басш 


ЯЛЕ КЕИ ВУИ УБЕ ЈУРА Л 还 要 更 小 些 ， 约 为 1 


100 左右 。 

下 面 我 们 先 对 板 弯 曲 时 的 应 力 状 态 作 一 简要 的 说 明 。 

一 般 米 说 板 在 弯 册 时 有 六 个 应 方 分 量 与 六 个 应 变 分 基 ( 参 由 图 9-1), 即 gs， Oys Ors Tays 
тузэ Так k e. ey, 8, куз Pyas Paro XIT REIR IO S ИШ, СЕ с, €C, 0, 而 可 不 计 о, СЖ 
受 10 ЖЖ ННН о, x0, ПУлит?, тј ст су 可 达 100 N/mm 的 昌 级 ), 并 不 计 应 变 e,, 
ELER H Ж ЕЛ НЕЛЕ ШЕК, 和 庚 的 实用 弯曲 理论 相 亿 ,认为 板 在 z，Y# 方向 的 微 块 N 

@ 般 信 双重 底 作为 组 合板 来 考虑 几 例 外 ,这 峙 它 是 必 乓 在 拉 驻 与 秀全 之 加 的 矩形 扳 。 








— 196 一 


BE AABE OES EH ERRE E $S 9-35, АШАУ 2 = p = 0。 因此 在 松 变 
曲 问 题 中 的 应 为 分 量 与 应 变 分 量 为 


Oy 


Ty ez 
{о} = т.г, {ёє}= » | (9—1) 


Tze Pry 
Tys 
ТТ А а, л ИЖ, ШУЭ ОН A M otw, HE ои, m 9.2 МИ, 014 
ЖИ: z ТН ИТУ z, 的 函数 。 
由 此 得 到 的 应力 -应 次 关系 (物理 方程 式 ) 为 


1 
g = -Е (0 ноу) | 
e = -p (0y — во, | (9-2) 


Frs = G ta 
ЧИП M E КУР Nala], 

ЖЕШ ШЕ, ЖЕ < МУ ТНК, М ИЕ КЖК КН Ж. НЕ ЖИМ 
ея КР ТА ВА, krik ng За ATEREA „АУ 
АК, ОМИ ШИЕ Ж Ж ПЕ ЖЩ АИЛЕ Е АЕ У, ВИЛ — 
RER, 


$9-2 Жа 


Т. ЕН 

ЗАП Е ЖЕЖНДЕ, ЭН ВМ ЕР НЕА, 

ВНОК 2.5 - 3) ,六 且 外 裁 荷 滑板 的 长 边 不 变化 ,在 这 种 情况 下 ， 理 论 
分 析 和 实验 都 表明 板 除 了 与 短 边 支 措 相 邻 的 一 小 部 分 以 外 ,中 间 大 部 分 的 弯曲 变形 为 售 形 , 即 
RELA RE, 沿 长 边 无 曲率 ,如 图 9-2 R Wk 38 “18625 h” (cylindrical bending), 

要 的 简 形 弯曲 是 单 向 弯曲 ， 因 此 必然 与 梁 的 弯曲 有 基本 共同 之 处 。 在 研究 松 的 简 形 凌 蝎 
时 通常 的 第 法 就 是 在 板 的 简 形 部 分 滞 弯 曲 方 向 联 一 个 单位 宽度 的 狭 条 梁 来 考虑 ， 并 把 此 狭 条 
ЗЕ“. НИЖНИЕ ДЖОННИ, 

БА ЦЕНО З IEEE KKH, 25 [CE TR ЯНЕ Bi NAERAA ВЕ НО 9 Я Т 
МАВ В НУ, Э Е ИШГА рн y, ЖИТИРЕ ЗЕ ЖЕ ТЫК А ЕЕЕ i НОВА 
PEE MERES HERREDER СЕЛЕ ik ARRA, mE 9-3 所 
示 。 

上 述 负 而 变形 的 差别 用 公式 表示 出 米 就 是 :对 板 条 梁 6,= 0,4] ЖОЙ w Ж гу О 
入 上 节 式 (9-2) 中 的 第 二 式 ,得 板 条 梁 的 о, Но 之 间 的 关系 为 





Ty = HU; (9-3) 
ЛО, 
с, = Е. a = Е, (9-4) 
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l 
(а) (b) 
J 9-3 
р 9-2 (а) Жын) ТЮШ? 
AT 
E 
下 ,= 一 一 一 
т-р? (9—5) 


公式 (9-4) 为 板 条 梁 的 0 17 в, ЮЖ, ХУК с, = Ке, HIH RET 
Я Е, ТГ, RIEU h ТУСА Hipo E sr, ВЕД Е НЕА 
的 弯曲 微分 方程 式 与 基本 关系 如 下 ， 


ЕГ! =, Elw = М, Eliw=M (9—6) 
式 中 Т=Р/12 ЖЕНА ENEE = (ш) ЕЖЕ, M, N 分 别 为 板 条 梁 断 面 
ЕН В о 
令 
-pjo EP _ 
РЕ тву 6 


称 为 板 的 * 简 形 刚度 ?成 * 弯 曲 一 度 ”(flexural rigity), 则 (9-6) 式 将 变 为 





Риу a g, DW = N, Di" = M (9—8) 
ЕДТ ЈЕ У о. = М2/1, а= 11/2 bh, НИ КЗ Щ УЖ 
Cz mar 一 Маз. (9—9) 


出 上 和 分析 可 知 , 概 条 梁 的 弯曲 征 分 方程 和 基本 关系 式 与 普通 梁 的 式 子 完全 相同 ,因此 板 条 
PETAT EREHE y. HER o ARARAS BEZ, URE E 
ERAH, KEM DRA EI 好 可 。 因 下 应 用 附录 А Т ЕЩ Ж Ж 3: sk BT R 
条 粱 的 计算 问题 。 

REE RERE yA EPAM cv， 相应 的 在 终 方 辐 的 截面 中 还 有 弯 矩 M. {НЩ 

公式 (9-3) 1,0, 始终 小 于 о, ЖК М, ИА М, ЖЕТЕЛЕ ЛЕЛЕ ЛАЛ ЕР Н ЖЖ 
Жс. ЖГ. 
Re ada h ТСО а АЛЕК ЖЕГЕ N/ mm), М ПБЯ Nemm, 这 时 
代入 公式 (9-9) 中 求 as ВАУ ГАНЕ А ВЕ НЕ amm) ,才能 得 到 应 力 的 量 纲 为 N/mm’。 
然 画 在 计算 中 亦 可 以 取 @ JAAR N/mm), МОР Nemm mm taR А 
ЗУ) ЕЛ О-о) ©, 的 好 钢 仍 为 N/mm 。 后 -… 种 做 法 在 板 的 计算 中 常 被 采用 。 
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2. МЖА ЫЯШ 

TAREA РЕЖ КЕН ЖОК УЛИК „РАН Д С НЕ ТЖ ШИЕ 
RAAHE HTAR E ПЕ B5 415 BJ 5 НУ 
т х 力 (中 面 应 力 )。 在 这 和 神情 况 下 板 仍 将 发 生 简 
ЛЕЩ, RPR RRF 图 9-4 
НЯНЯ, НИНА 
НН, 

炉 据 前 面 同 样 的 分 析 ， 不 难得 到 板 条 梁 
复杂 变 曲 的 微分 方程 式 及 基本 关系 为 
Юю л Тш" = q | (9-10) 

Ви M Dw „Ги М 
хр РНЕ, Г АСИ Я ИЖИ Уу, EAS НУ о, T =o T Wm 7А 
号 用 于 拉力 , 正 号 用 于 压力 。 

ERAT ИЕ Е $ 2-5 中 已 经 求 得 ， 因 此 板 条 梁 的 弯曲 要 素 评 可 利用 附录 
ВИЖ, ИА Р ЕЧ ЗАРИ А А, ЗА АЕ № НЕВЕ, НЕК ЕН 5. 
别 为 




















(= 58 £ en, M( ;-)= 一 g pu) (9-11) 


式 中 
“=. T. D: (9-12) 


J (t) фо Я и ПАС АТР ТИШЕ А, ПГ iat 吾 中 查 得 ), 它 们 反映 了 中 面 力 对 Ж 
曲 要 素 的 影响 。 如 果 中 耐力 为 压力 , 数 介 为 了 *, 则 参数 и R at ВАЎ F G), а(н) 应 换 
Ж 70и") ‚р; (ut), ИВ $25. 

ЫЖ Y OR RRRS, Пт НУ EJ оъ, НН ЛИ БИР 
面 应 力 之 代数 和 ,最 大 应 办 总 是 在 板 的 表面 ;其 值 为 (参见 图 9-5) 


м | 
бева (9-13) 


Un: = бо + 


我 们 在 梁 的 复杂 弯曲 中 曾经 指 当 ,船体 中 的 梁 因 为 团 度 ЕР Pe k'ik 223 u ЕЕ ДС 
般 # 志 0.5), 从 而 辅助 函数 接近 于 1， 因此 在 实 
际 计 算 中 可 以 不 计 轴 向 为 对 弯曲 要 素 的 影响 。 
ЖЕРИЙ. НЕК, ЕЗЕНШЕ DE 
J, Е М НУВ и 相当 大 
(一 般 兰 0.5, 对 于 一 般 的 海 船 ,数字 计算 袁 明 ， 
RERI еу ЕН u {А 10 售 左右 90 














助 画 数 与 1 相差 很 大 ， 因 此 中 面 力 对 板 的 弯曲 о: а, 
ЗЕ ЕК, RIRH ЗИН | 
中 面 力 的 作用 十 分 敏感 。 9-5 


АН, ЛЕ ТУ ЛТ. ВОР ЖАК ВН КУ Л], ЛЕНУ ЖИ; БЕ ТРАК ЗН] ИЕ, È 
将 增 大 板 的 弯曲 应 力 , 是 不 利 的 。 为 了 说 明 中 面 力 的 影响 ,下 面 举 - :个 数字 例题 。 
— 199 一 


例 ” 设 有 一 两 端 自由 支持 的 概 条 梁 ， ¿= 1000 mm, £= 10 mm, ЛЕГИ q= 0.05 М, 
mmt, 并 有 中 面 应 力 со = 100 N/mm*， 计 算 此 板 条 潜 的 最 大 应 力 。 著 料 的 弹性 模 数 玉 = 2 x 
10° N/mm?, 

解 ” 先 假设 中 面 力 为 拉力 ,计算 参数 #， 








ot /Ia 由)o _ 
T F 058. 
Ш 3 2 В-3 得 роби) = 0.14, 6 18383 h a W K SS Na 25 
l = т 2 = =. 1 - 2 = 一 . 
м(. „= n -gipa (tO 3 х0.05х1000°х 0.14 875 N.mm/mm 
最 大 弯曲 应 力 为 
On mar = 5М_. еа = 52.5 N/mm? 
从 而 最 大 总 应 力 为 


“тах = Oa + Op паз = 152.5 N/mmš 


ЯСАК Р ТЕ] ML R 385 W ВКЛ 


d jan lg . 
м(--)= - y= 6250 N. mm/m x 
URAS HENA 
On mar = ив = 375 N/mm? 


Ше КАА мини, НГ ЖАШ ЕВ PTRA PEAR 8 q= 0.05 
N/mm’ 的 横 荷 重 。 同 理 , 此 板 亦 不 能 承受 中 面 压 力 。 
事实 上 ,此 杉 在 9 的 作用 下 已 发 生 了 很 大 的 变形 。 本 便 中 概 筑 滩 的 简 形 刚度 为 
ЕР - 7 2 
=й) =1.83 х10'№ /mm 
ВОЯ ERE AREN 


К-т 


这 个 例子 告诉 我 们 ，(1》 中 面 拉力 对 板 的 承载 起 了 很 大 的 作用 ;(2) 如 果 没 有 中 面 力 , 板 
在 模 茶 恒 证 就 会 发 生 很 大 的 应 为 与 变形 ;(3) 板 似乎 不 能 承受 中 面 压 力 。 然 面 ， 对 于 船体 板 
来 说 ,后 面 两 个 结论 基 不 正确 的 。 由 下 实际 船体 板 的 支持 骨架 相当 强 , 板 在 弯 由 时 其 支持 骨架 
总 是 阻止 板 边 ( 板 条 梁 的 两 端 } 自 由 趋 近 ， 因 此 板 本 身 就 会 因 弯 曲 而 拉 长 ， 从 而 产生 中 面 拉 促 
力 。 换 言 之 ,实际 板 条 梁 的 计算 图 形 并 不 是 像 图 9—4 那样 两 端 是 可 以 自由 赵 近 的 支 座 , 面 是 两 
AASI ВТА ОЗСА, ЗОВ С ВЕН ЯН АЕ а НЕ ЕЕ Бе, ВОЛЕ 25 НЕЕ НИ, 
AFER PEJ TARR, АЕР Н Bi У ЖИЕН ТУВЕ Л, HF 
RTRA, РИА ЕЕН es ШШ ДЕ НУ ЕЖУ. РАЯ М ВЕНЕ 
EER AE, ИН НЕ Be ВИН. 

3, ЛЕН КЕЕ РН 

J ТОЖУ НИЯ Ж УЕ Н БОЛ ЖЕЛШЩ" АЕ ИД, MAFRA о Я трае 
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Tidus ЖБИ РОЛ НН Бн В К ДЕИН 9-6 所 示 的 情形 ， 
EBRR RI KEH de КИИ, CERBER KEA ds, R Bl: ЛАЗ ЕГШ 


ви) | 


aa 





是 得 此 微 眉 变形 后 的 伸 长 为 


ds~ do= wsde 


整个 板 条 梁 变 形 后 的 促 长 为 
А5 = +Í to" ds (9—14) 


设 概 条 梁 长 度 方 向 的 应 谈 为 ez, 则 


“1-5 В Е 
将 (9-14) 式 代入 ， 即 得 
ТІ _ 1 : 2% 一 
zr" T|" ds (9—15) 


ЕАК Ж ЖР T 与 找 度 纪 之 间 的 关系 ,显然 只 有 (9-15) 式 是 求 不 出 工 的 ,为 
此 还 要 利用 板 条 滩 的 复杂 霉 曲 微分 方程 式 Do -Tw = q 的 解 。 具 体 做 法 是 将 (9-15) 式 中 的 
荆 代入 复杂 弯曲 微分 方程 式 的 解 中 求 出 找 则 线 ww， 再 代 回 (9-15) 式 求 出 中 面 力 全。 下面 是 两 
种 情况 下 上 的 结果 。 

O RERNE BERSHKA, 这 种 情况 下 复杂 弯曲 梁 的 解 已 经 算 好 ， 由 第 二 音 
š 2-5 公式 (2-64) ,将 其 中 的 ET H ран, в 

















22 
ћи 1 一 一 一 
_ А c ( l ) a _ ~ 
WL) = пр е 01+ рир ({1- т) (9—16) 
FE w RA 09-15) IRE s ЛӘ ra iB. 
Е фур YC 135thu 27 thu 135 , 9 _ 
K 164 ) “iem " 16 x 18 t Bus (9-10) 
(2) АЯР ЗОРЕ А ЕДЕННЕН ЫҢ ЕЕ $ 2-5 公式 (2-75) 得 
25 
Ъи(1- — 
. ДЁ ‚| ( г). gs _ 
#@) = бир thul сш Ttt Др" 0-9) (9-18) 
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ЖАН, п 


E Е a _ x 27 9. 
|; 961 (7) ` ` Jomtha из ли am 


Н АТАНУ 2009-1702 09-192, "iay SF, ЖЕКА И LL BHF pe h 
ИЖ 








m eD 
t3- 
HTZ. В ПИН А (9-17) М (9-19) i 5 ННН, JE 2 
log 103.2; 























































































































































































































图 9-7 
曲线 A-n ОА На П-и H ЕВО С-и Ш 529112, 
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(9-15) 


{9-20} 





Е туру 
и=| а (3) (9-21) 
见 图 9-7 及 图 9-8。 其 中 图 9-7 АР iH ЖЕНЕ ЫЙ. 9-8 ATARAR ДЕ 
Д, ART м, НН ШШ Ж ЖИ и, НОО Te 

НТА 09—21) 58 9-7, JE 9-8 ri н, k НУК U ЖД, н, # 
тЫ Їз И ЕАК, WU а ЛА, РЕНИ А, 

Фу ХЕРО ЕЛГАВА: ране, ВН 
算 板 的 应 力 和 变形 ， 
ТОЛИ 


1.3- Дт 






























































































































үү а ЧИНИН 


0,8 | 一 TH - KU 
НА 



























































| ТГ 
и Г. ПМ 
Жин | TEN. 
3 4 
4 6 т 8 
° вох п 12 














曲线 А-и E O F 4 B-u 4 8 8:128 C-u H 8 2112, 
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RO CRARO DARU: 


v=| X10 _ (5) зс 
od 101002 719 





U = 4.395 х107°, 10/07 = 439,5, '0810%/ U = 2.643 


查阅 9-7 得 = 2,60, 


гүм "р = T 
T= 4 =495М, 00= -p> -= 49.5 N/mm? 


р 
当 #=2.60 时 ,由 附录 В, ЗИ ЕК НОЯ 
wo )= зд gi (и) = 9.5 1mm 


м(2) =- + apu) = -1590 N.mm/mm 


ИҢ 4338 ДЕА IH W JJ 25 
6 M5,4 N/mm? 


Съ maz =: Ё = 


КА М 


Omar = 03+ Or mar = 144.9 N/mm? 
可 见 泛 虚 了 板 自 身 弯 曲面 产 生 的 中 面 力 影响 后 ， 此 板 可 以 承受 9= 0.05 N/mm? 的 外 荷 
重 。 
以 上 的 推导 是 在 板 边 完 余 不 能 靠近 时 得 到 的 ,实际 的 板 条 染 丁 端 不 会 绝对 不 能 靠近 , 亦 不 
会 完全 可 以 自由 赵 近 。 因 此 实际 凰 条 梁 中 的 中 面 拉力 应 比 以 上 锋 果 中 所 得 的 值 要 小 。 为 了 把 
这 个 影响 反映 到 已 有 的 公式 中 , 钢 将 (9-17) 和 (9-19) 式 的 等 号 左边 乘 一 个 影响 系数 ,这 个 影响 
系数 按 目 前 习惯 把 它 放 在 分 母 中 ,这 样 就 有 


и=| а JE y x (9-22) 


К НЕ, ЕО 11 ПАЧЕ: К-т, ARRALAR Е WN S 45 
的 结果 ;4 当 ОК <L ARa TM E НЕЕ НН, ху U НН, К= 时 
HEEK, Am и 减 小 ， 即 板 的 中 面 力 要 小 一 些 ; оц K 0， 表 示 板 边 能 白 由 趋 近 ,Zoo， 
# = 0, ERA PRA EN. 

ХЕ ЕЖЕ БЕ 长 到 底 有 多 大 ? 这 个 数值 颇 众 确定 ， 但 计算 表明 ,除非 五 =0 或 五 =1, 当 
疏 在 0 与 1 问 的 中 问 值 时 ,对 了 的 影响 不 是 太 大 。 例 如 设 概 厚 度 为 上 = 10 mm, = 1000 mm, 
= 0.1 N/mm НИНЕ, ЛИ К = 0,25 8,15 и= 1,634 К =0.75 8J,u = 2.2, ME 
НИНЕ. НИНЕ ТЕЛА К = 0,5,ДЖ ЧАЙЫ ШИИЛЕР 
外 理 的 。 
玻 后 需要 说 明 ,实际 上 并 非 所 有 情况 均 需 考虑 板 压 曙 而 产生 的 中 面 力 ， 我 们 知道 , 当 参 数 
zs0.5 时, 中 耐力 对 板 条 梁 的 弯 昌 要 素 影响 可 以 忽略 不 计 。 利 用 图 7， 可 以 发 现 当 #S0.5 
时 ，log1l04/i7 =3.9,U 20,6309, ЕЕ. 

















4 _ 5 qh _ 1 
m A — 
ГЕ * 384 D /t 50.1967 5 
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W ER MR А НЕ V ЗЕ У ЕЕЕ ЕЛЕУ ТРА Е К 1/5], TARER ИЕЛЕ ЛЕЙН 
为 。 对 于 两 端 刚 性 辕 定 的 情况 亦 可 导 得 类 似 的 结论 。 

据 此 ,在 板 的 弯 划 问题 中 常 把 酸 分 为 以 下 几 类 ; 

(1) 财 性 慨 一 一 中 面 力 邓 尝 曲 要 素 可 以 忽 覆 不 计 的 板 。 当 板 为 小 挠 度 变 形 (tnszi<175) 
或 同时 还 受 在 外 加 中 面 为 但 #s0.5 时 , 均 为 刚性 版 。 角 如 类 多 数 盗 般 船 体 松 ， 园 其 外 荷 重 不 
КПЈ, МОЖ РАЕВ, 

(2) ERA h У Ж OE АС АГ КРЕ, ГУРАТ ТЕ НЕЕ, ЇН иС>0,5 
ВЕРКА МЫ, 722175 ЖАЯН ТЕРУ БЕТ МАНЕШ, даря 
By KE ЩЩ ЕНБ R, ЖАЙЧЫ Ж р ГАНЕ ЖЭНЕ ЖЕ K ЖОЕ. ВО ТЖЕ 


ж 





(3) Ши 0 н 8127 00885 8 7725, ИЗЛЕ НН ЩЩ D R. ХАН S E EM 
Щщ ВЕЛЕЛ Н, РЕ ТЕКЕ PE a СЕГО FB FE DE о 

在 柔性 板 中 尚 会 遇 到 既 有 外 向 中 面 力 又 需 考虑 板 迹 因 引起 的 中 而 力 的 复合 情况 @ ， 例 如 
可 上 骨 哥 式 船 在 总 弯曲 时 的 般 遍 板 或 发 货 甲板 即 属于 此 种 情况 。 此 时 板 的 中 面 力 包括 船 总 弯曲 
的 应 力 ci 和 板 在 横 荷 重 作 用 下 因 板 边 不 能 自由 趋 近 而 产生 的 中 面 力 ,还 常常 要 考虑 板 的 初始 
ЕАН. Ait T h со, ВЕНЕ w КЖ w 的 函数 :7 = f (о, 0, Sh). ШЕИ w 
ХЕ T RHE q IPE w 的 函数 :z0= У ТГ, УЗЫ БЛА, 
联 立 求解 可 得 了 及 区 ,从 面 可 求 得 板 的 中 面 庶 力 与 弯曲 应 力 ， 具 体 的 计算 过 程 可 参看 [23]。 
在 船舶 强度 计算 中 这 就 是 汶 虚 措 丛 看, 初 找 幸 影响 的 模 凤 染 式 船 板 的 减 第 系数 问题 。 


$9-3 刚性 板 的 弯曲 微 俘 方 程式 
本 节 开 始 研究 个 形 版 的 一 般 咨 苦 , 并 限于 讨论 刚性 板 , 即 不 计 板 中 耐力 对 弯曲 的 歇 响 。 具 

体 的 说 , 板 只 有 横 蓓 重 ,没有 中 面 科 蔡 , 亦 不 考虑 板 室 形 而 产生 的 中 面 力 。 

在 以 下 的 讨论 中 ,于 夭 形 板 建立 如 图 9—9 
НАА К Я, 209 面 位 于 平分 板 厚度 的 中 
ЖЕ, 2 НР. Ясир К жа, ДУ 
方向 的 边 长 为 5。 

1. 基本 假定 
WE ARE НЕВЕ F Л, 
(1) 法 线 假 定 一 一 被 变形 前 垂直 于 中 面 
ш о-о 的 法 线 在 变形 后 仍 为 直线 ， 江 且 变 形 前 在 中 面 
法 线 上 的 点 在 变形 后 中 中 面 的 距离 不 变 。 这 个 
假定 实质 上 可 以 看 作 蚌 梁 弯 典 中 平 断面 假定 引信 到 板 弯 则 问题 药 结 果 。 提 此 假 定 ， у, = 

py = D 及 2,= 0, 

(2) RE 2 AREND НИ М yE B I ЖЕ il, По 0, ЖАН Ж 

Š 9-1 中 说 明 。 | 
(3) ЖИ ЖОР ИШЛЕУ. KÆRE REE, ЖАК ШЕЕ , X 2 13818 ЕД: М 

O FEB Faik ЭКЕ ЗЫН DiE ЕМНЕ ЕИ, ИЖИ ЖЕБЕНИ ЛЖ ЕЛ; Ж 
着 板 边 完 父 可 以 瓯 近 , 这 时 外 加 中 面 力 起 作用 但 无 板 杜 曲 的 中 面 力 。 在 这 两 种 恬 萄 博 间 下 问题 将 得 到 简化 , 即 不 存 
ЕЛНЫ ЛИЕ АИ. 
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TES OMER Ee T UAAR TAS Ж RERE. 

2. 次 此 微分 方程 式 

刚性 概 的 弯 击 征 分 方程 式 可 以 用 染 的 守 胃 证 分 方程 式 国 样 的 途径 的 建立 ， 邢 利用 变 开 只 
件 , 物 型 方程 及 静 必 平衡 英宗 ,长 由 还 要 用 到 应 力 合成 为 内 力 的 静 力 等 将 公公 ， 钢 依次 导出 如 





т. ГЫ 

(1 应变 与 位 移 间 揭 关系 :我 们 从 板 中 下 出 一 个 jA 
dedy WR, 根据 证 法 线 假定 ， 此 做 块 在 sDz о, 
中 的 变形 如 终 9-10 BER s 221125 0050008223 НЕ И \ 


НВК 2-2), ДАЖ 


_ z _ Bw 
g,= —-——=—з—д— — - 
р. да 





(9-23) 





式 中 p, 为 板 在 20z ET VB 18 E y i 32246 0 = 
072,9) УЕ ПИШЕ» 
同 理 有 YOz 平 而 内 前 变形 关系 为 
202.00 
Py © ату 
根据 弹性 理论 中 的 几何 关系 e, = 00T, e = 20/07, АК и, HRE z, ЛИНИИ, Е 
А 





h — 





(9-24) 


图 9-10 


























дн _ дш до _ _ аш _ or 
тр 27да" др 8-р (9-25) 
只 而 
= 2980 =-д9# 
и= em tio 0 2- gy + С: 
HTE EREE. с, = с, = 0, 
иа 2.00 рш _ í 9 _- 
#= —4 э —, t 2 (9-26) 
Е КУЛУ ЭУ; 
_ бий, до _ _ Fw _ 
а= Бу + ар 2 (9-27) 
(9-23), (9-24) 09-27) 2 1425 ШЕ] ҺУЛЕ СЯ Bl 822 , ВЕРЕ ЭУ 
Pw 
E, да? 
Ey = 一 2 5 - Е} =} (9—28) 
Fey J Эн 
“деду” 
式 中 
„ус #10 Ew gw Tr у 
(z) | дай ay 22299 (8-29) 
УЖЕ”. 


(2) 应 力 与 应 变 间 的 关系 ， 应 用 方程 式 (9-2) ,得 
— 206 — 


Ce 一 | E (e, F Ey}, Oy = 这 (+ Be.) | 
О" Е (9-30) 
r. = бу = у | 
25 1 аа) Y 
将 (9-28) 代 入 上 式 ,得 
Ёз ( дш, дш 
ббс де Ё ди ) 
Ez f би 2%) 
= ар и —31 
* 1-д\ ау + H-ag ) (9-31) 
Ег dw 





” zn ewy 
(3) 极 单位 宽度 断 面 上 上 的 力 和 力矩 : 现 考虑 板 中 一 微 块 (如 图 9-11)， 微 块 断面 上 分 别 有 


应 力 Старт Мо, Tyrs изэ 

















Е 9-11 


RE, BARRI ЕЕ ЮЖ, ВНУКИ p., 9 рН тати. 部 不 可 路 去 ,因为 
它们 在 平衡 条 件 中 要 起 作用 ， 

一 般 来 说 正 应 力 о, ПАЛ ЕАН РН РЕНИ, НН 
前 т, 沿 板 厚 为 线性 分 布 , 履 其 合力 必然 为 符 ， 而 只 有 合力 乱 ， 单 位 宽 庶 上 指 合 力矩 即 弯 в 
МЫ 





M, = [ с.2й2 ` {9-32) 
同样 , 正 应 力 cy EBET УНУТ УЕ ВЕ АУ ЭУ | 
М, = É. OryzQs (9-33) 
BIRD Tay 及 zx ТЇ НЕ ИЛТЕР ШТУ РЕ ESE (WB M, Mya ЖА, 
Ma5 И т.202, Му„= Г. Tyz2dz (9-34) 


ШЫ ЕР Л Н.Э ЕШ Ery Туру 于 是 有 
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Ми= Му, 
前 应 力 Tzs EÉ Ty 可 以 用 作用 在 中 面 单位 宽 瑚 上 的 合力 N a NAMERE.: 























Nf r, dz, N,= |" rada (9-35) 
把 式 (9-31) 代 入 式 (9-32) (9- DRO ЗА), АЕ ЖЕЛЕ S ESM F: 
Fw 
м, = 00-67 а "Ра ду" г) 
_ 2% Pw — 
M,= A ним ) (9—36) 
- D(1-u)- A 
он D= Ta ry 为 板 的 弯曲 刚度 ， ‚Ки Ж ЖК 
‚ёш _ Fw 
М, да" # ду? 
_ ЕР _ ашт аш 
"[ 32024) ] дат әу 
ñ a-m- z 
ди 
1 H 0 дт? 
[L ЕВ д1 0 __ Fw 
1241-2?) l-g ay? 
2 | _, ёш 
DoDY 
或 
{М}=-Трих? (9-37) 
式 中 
М, 
{М у=+М, 
M,, 
1 E 0 
Ee al 0 _ 


CDJA Ду Е”, 

(4) PITER 835 8 0168 y yt ЕГ УЛ НЕР УЙ! (图 9- 
12), 8 902,9) ШАВ аА, {ЕШ de, dy 为 边 的 微 块 上 的 栅 荷 重 是 оа, yde dy, 
板 中 面 徽 块 上 作用 的 肉 力 及 内 力矩 示 玫 图 9-12 上 ,这 些 力 随 着 华 标 的 变化 而 改变 ,所 以 , 若 在 
坐标 为 w RITE IHE SE М „ау, ЕАН ж + da ПУ ШЕШ ESER 

(м, + 2М. de )ay, 
其 余 的 力 和 力 短 也 有 关 似 的 增 最 。 
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我 们 现 笃 米 列 出 板 中 而 微 块 的 平衡 方程 式 。 使 作用 在 该 微 块 上 的 所 有 力 对 于 ОУ 轴 的 合 
Ns 力矩 为 零 ,得 方程 式 ， 


-Medy+( M, + Ме аг)ау – 





-Мыйе+ (Ms+ Mey dy )ds - 





-(М,+ д» йт }двйн + 





àM y 


N U 


+ Noda 92 








- (м, 























Ms | Natta + диал. Z- 
— т“ —@(,у)йашау, = =0 
шэл? 略 去 三 阶 微量 ,并 同 除 以 ddy 后 得 
-3M z4 May =N, (9-39) 
同 理 列 出 记 有 力 对 于 Oz 办 合力 矩 为 零 的 方程 式 ,得 
BM, Мы N, (9-40) 
另外 ,使 所 有 的 力 在 О, 轴 上 的 投影 之 和 等 于 零 ,得 
бу + = аа) (9-41) 
КЕНИЯ, В Na М, РУНА, НЕЕ 
ТЕ, AOD RAON s MURE ERAR (9-41), f 
ZM, +2 7 + Ром = - 462,9) (8-42) 





将 式 (9-36) 代 入 上 上 式 , 即 得 


ĝt ' "м 4 
Dp( a +220. + И )=q@,) (9-43) 





并 由 式 {9-39) (9-40) 及 (9-36) 得 


_ аи Ow 
N.=- С Эд + Өт? | 
gw Aw 
-a + ауда) 
方程 式 (9-43) MÆR ERRE ОРУУГА CEMR ERRA ЕКУЛУ 


程式 ,也 可 以 写成 ， 


М,= -д (9-44) 


DYN’ = gie, y) (9-45) 
ШАК VY ORAT 
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a O pg EEO раҳ ә 
дт" Dray ву 
HKS В ЛЕА НУ EE (ЖЕ ШШ РЕЖ (ш, НО E qie, O еж, | 
ВОР РАНГИ wee, y) ДЕБЕТ ОНИ ЛНУ В Ня 
性 。 
这 样 ,一 旦 求 得 板 的 找 曲 国 数 纪 tz,9), 可 利用 式 (9-36) ERG- y 01920, 1938725 
曲 时 的 应 力 为 


yy у= 








G:F- 122 Mas s = 122 Mays Try= 124 11, (9-46) 
в Р Ë 
上 式 可 简写 为 o , 
T; - М, | 
с, = 122. М, (9-47) 
Туу Г м 
з. 边界 条 件 
刚性 板 一 般 恋 昌 汐 微分 方程 太 (9-43) 是 两 个 谈 в 


数 z ЯП y 的 四 阶 线性 偏 微分 方程 式 。 在 解 时 将 有 八 
个 任意 常数 。 因 此 必须 共有 人 个 边界 条 件 《 每 边 两 
个 条 人 忻 )。 这 里 讨论 几 种 最 沉 见 的 支持 问 界 的 边 因 
#4. 

(1) 板 自 由 支持 在 刚性 周 界 上 ( 志 图 9-13): ИШ ЖЕРЛЕНГЕН. БЭ ЭЕ ЕЖЕ 
处 挠 床 等 于 零 和 边缘 处 的 夸 上 于 等于零 。 因 也 ， йот 0 #lz= айы 


w=0, M,=-D(- S чи 200. )=о 


[М 9-18 


由 于 在 这 些 边缘 处 板 没有 挠 度 ， 因 此 一 да кы ЕГ: 


BEN әш (9-48) 
#=ф,у= р АК, #=0, F sss 





i 
а= 0,ж=@#Ё,ш= 0,- 3 50 
0 


(2) ДЕШЕТ ТЕКЕ ЖЖ КОҢ 9-14) EAR ЕА sh ПР р ЖОП УНШ 
缘 的 转角 等 于 零 。 边 界 条 件 可 写成 ， 
= = = ёю _ 
ЕО, РЕ w=, 9л 0 
9-49) 
= бф, = ВК, = 0, 90-0 (9-49 
оу 


(3) ЖЕЛАЯ Ш ЛЕНУ ‚ЖАУ RAS: B, АЛЕ, 
к= ДЫҢ ШШ) Июн, 
Н М,=0 
前 力 №, = f 
HAM, 0 
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ЗЕМ щш ETZENA ЕЗЕТ. METRS ADAE, ЖЕ РЕН АЕ 
Е, DERRATE, ПЕ ИН НЛ KREAN SMEM METER 4 ЖЖ 
НОВУ ЖЕ: М.Е] 9-15, 在 9= 处, 微 股 dz 上 作用 有 起 距 Made, ЕН ЕТЕН 


HRE Mnt Mn zy de )dz。 ЕЖА ЖЫЛ ЕЖЕН 8 3 ЕНШЕКИЕН Ж Ж 





Ж Н 25 Жж ЛЛ ZI E pa EE. КЕНЕНИ КЫНАНЫН PB de 
ERREFE ERARD aM wodr, PR RB Na, WAKA S НОЕ 








AMERRE ERAR ЖИЛ, = N, + Pay „пур Ж wO, DARE, M 


由 公式 《9-36) 及 式 (9-44) 可 得 


n=- -o< Ow + (2— u)— 


ap т 


НИ УЕ HEHEA Еа, 
ди 
Ww 
дф 
ду OCTA оду Z= =0 
经 过 这 样 的 简化 后 ,每 -一 自由 边 在 两 个 概 角 上 和 从 出 现 有 集中 反 力 М ,,, ti LBN JH AG ОВ SE 
全 自由 边 , 则 该 角 顶 上 有 2 M. 的 反 力 。 因 此 ,对 于 巧 空 的 角 点 上 ， 还 诬 该 满足 集中 反 力 为 
FARE, 例如 车 %= а. 
Zw lea 
дхду |, yat T 


wW g 


а? 
+ — 
п Оа? 


(9—50) 








$9-4 WIPERS Ha ÉS AE 


ETCHEA RARER KA НИ, Kp EATE EAA A ЗОВЕ Ы 5 
МАЕ ЕТАН ГЕ (9-43) ВТУ. УЖИНА Ж го (а) 2, НЕ 
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2309-3600 НЫ, МНН ВЕ УТУ ЛЬ 
1. 应 用 双 三 角 令 数 解 下边 自由 支持 板 的 弯曲 
对 于 四 周 自 由 支持 的 板 , 板 的 挠 曲 商 函数 在 立 持 周 春 上 必须 适合 下 列 条 性 


























а= (фут= g М w=. = 
1 (9-51 
музу w= -0 
些 时 为 了 状 解 证 分 方程式 (9-43) ,我 们 可 将 ТИХ РИН ВОР K: 
шв, у) = У) у Ап ТЕ sin -2 (9—52) 
Жип А, ЖАШНЫ 
5% (9—52) ПИ ТЕ (9-51)„ А-ЛЯ (0—43)1% 
А ? Ит ют, ялу _ 一 
рух а (= ) TEA у T sin q in 4602,9) (9-53) 
ЭТЕ в а НО JÑ ПЬЕ ШШ ЕЕ 3 RIXT ВОЗЕ ОЁЗ СЕ НР), 
PE) = ња sina" віп а (9—54) 
式 中 Gom на: 
La Bing ИЛ _ 
Фап = fac, p)sin— y п $ drdy {9—55) 
HE Ф.У) КЛ. (9-53) 9:, ПК А WH F: 
Ч тт 
Aran = 2 1-1% (9—56) 
И ип ил 
(=) 08) | 
ЗК АЯ 
(Lan . шш. Шү 
wis, Y) = ЗУТ y L zr sin Sn 一 一 (9-57) 
у Cl б? 
a р 
РИМ, 
(1) 兰 板 上 受 均 布 荷 重 @, 这 时 
фал = EEN) qsin mag sin -Y dedy 
= р -lêg g- 
м,н 1,8,5 时 “тл зил? 《9 58) 
34 m,n= 2,4,6 Pf (La = © 
记 以 
е 209 ың nay 
(2,4) =-104 3 а b (9-59) 





> > y z y гч? 
ар minal 35 ; л 
У + (2) 1 
从 这 里 看 到 ,级 数 的 分 母 是 mn 的 五 次 式 ,因此 这 个 级 数 的 收 合 性 比较 好 ,计算 时 ， 级 数 
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往往 歌 一 ,二 项 就 足够 精 访 了。 们 是 ,在 求 弯 算 时 须 求 二 次 导数 ,收敛 性 要 差 些 。 
(2) РЗ РЕПИН АА Е, 9-16). 
这 时 系数 go 可 这 祥 求 决定 :在 集中 为 的 
作用 处 , 取 边 长 为 由 dy ПЕЛА, В 
为 在 此 微 块 dSdn 上 作用 着 强度 为 


__Р 
KEM = арыг 











的 分 布 荷 重 。 应 用 式 (9-58) ,得 





MIE ищу 











э ПЕНИЕ + SiN Sm 有 
图 9-16 и P Etu [те 二 - - b 
коз mwh | ЗЕЯ ду 
当 dš, dn 18-F 328] АДЕ» 
Gmn = AP sin 6 sin „тл 
Пт ар a 
于 是 
Р sin 1115 sin ит 
2 АР д. а. b : жил. ANY 
@(ж ) ар хх Ку „(29 УТ -Sin — Sin (9-60) 
«а ND 
MERRE 838 8, (0—60) НЕ ДП RE, НЧ PERE (#,n) 
Ab ‚ИЖЕ НЕ ХЕ A EERE RET PARRER EER (т, DAE, MENEE 


ВЯ РЕ ,这 就 是 位移 互 等 定理 。 
МХ: О У BB bi Bl iU Wapu san ТАЕ 
2. НЕВЫ НУВ 
对 于 一 对 过 他 -0 及 2=E& 的 地) 为 月 出 支持 , 另 一 对 边 为 任意 恩 定 情况 的 板 ， 我 们 可 以 将 
弯曲 微分 方程 式 (9-43) 的 解 取 为 总 三 角 级 数 形 式 ， 
(ш, = > Ў.) sin =н? 





(9—61 ) 


09-610) = 0 及 z=a ш ЖЕЛЕ. К У) у 的 任意 函数 , CT 
以 由 平衡 方程 式 及 Y= 0 Ж у= КАЛУ РЕСЕ, 
将 式 (9~-61) 代 入 微分 方程 式 (9-48), 得 


о ай (Y a Y fa ар fin 2 





4 / 
_ чар _ 
= (9-62) 
ао) = lq (ysi TEE (9-63) 
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жу? [7 . л _ 
а, = а | а, п а dz 9—84) 
将 式 (9-63) 代 入 式 (9-62) 中 ,到 

sa) (у fana PEY faan = 090. (9-65) 


MA а], А = ДЕШ ГЕ ЕКА РАО, ДВК Керосин 
АУ 的 常 微分 方程 。 
常 微分 方程 (9-65) 的 一 般 解 由 齐 次 方程 的 道 解 和 它 的 特 解 组 成 。 为 求 章 达 广 担 ; 


ZON = 9(- ел улоо + ( ny ) fa ⁄)= 0 (9-66) 
ERRE fany) = Ае 代入 方程 (9-66) 得 特征 方程 式 ， 
а т W? ил t 
"TRE 


Riera Rua s= +27), ГУРОВ УЖЕЛИ 








G 
PR y _ а у mi -T y 
Ў) = Ae + Вне + C, Z Tye" +b, э Tye (9-67) 
НАСЕЛ: 
f. U) = Anch == Y+ Bash ®t y 
+C, ч. ych ил y+ Da mi ysh "ау (9-68) 





右面 微分 方程 式 (9-65) 的 一 艇 和 解 为 


У») = A, h = Y+ Bash Y+ c, T ych ту 
а А 4 a a 





+ D, ysh Tyt 8,00) (9-69) 
нп F, 00) 38 88. 
09-689) JAI Г y= 0 及 Y=B 外 的 边界 条 件 来 决定 ， 下 面 我 们 通过 具 1 体 的 
UB 16 0. — 
Я WRTA Hi ZE = 0 Уа-а ЕЕ 1 








固定 在 边缘 %= С М. 49-17). ЕЁ о! - - — 
ЭНН Ч m 


Ш ATi miir Oe $h, Яша, 


( 录 中 的 奇 郑 数 项 的 系数 就 应 等 于 零 , 即 B = C, = 0, 于 -一 
是 Н w 17 








Fa) = Anch PIYA D, вр + F, (4) 
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Жү Коты. МУ 





_ 2 [° >- PIL _ 49, : _ 2... 
400) = -2 (^а, віп а de= (з = 1,3,5, } 
所 以 
ТҮ = ig 
f(D) -2( та у су + (2% rY „сю = 200. 
从 此 方程 中 看 到 ,只 要 取 特 解 为 常数 就 能 成 为 方程 的 解 ,从 而 得 
. „ба _ 
Fa) Dime)? 
所 以 
Е тя тт тт 4490 _- 
Р) = Anch -у+ D, P - УЗВ а Y+ Dona (9-70) 





其 由 的 积分 常数 Ans О. 可 以 由 和 = 十 -2 处 的 边界 条 件 来 决定 。 


Щщ у= Ем, w= 0 =, ШЕ >)" 0, fal >- 


>) 0。 将 式 (9-70) 代 入 此 




















ду 
Я, 18 
ил. fa sh Ит = __ 494 _ 
Aach ` >. + D, sh 2 Domo 
й Hm Hm Hn | 
лаар, ак 十 一 2 ch.: 2 -) 0 
式 中 „= т. е 
[ нь 
Һ—®% 
Аһ= - _ 4910 E 2 т 
" Don: shu, t Umr | ch tm 
2 
Hm 
D = 8 g at sh, 
е Ртл) Shap + Н J 
将 求 得 之 常数 代入 式 (9-70) 中 ,得 
> 44.4“ ' l+- 2sh -3 “sh тз . mY 
fn(Y) = Dinny L к F иы а 
| ushe =” | ch may 
_- + 2 а 
Shu, + М, ch” 
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TIP BJP Hi Ti Bj 3 3⁄0 





2 sh— э” sh may 
1+ 





-Aga м 1 | may 
009 = Hys mm ас Fa a 
Hash? um | сһ-”2®. | pens 
Рае 2— | 2 lsin 2. (9-71) 
Shia + H, ch = a 


MEZ f RROA 25 ii aj Bi Wg ВЭ Е Levy i” 

3. 四周 刚 性 固定 的 板 的 解 

对 于 大 多 数 受 均 布 菏 重 作用 的 般 体 板 ,由 于 桨 茸 和 结构 沼 对 称 于 板 格 的 支 座 , 因 此 通常 认 
为 板 的 四 边 帮 是 刚性 别 定 在 刚性 支 席 上 。 因 而 研究 均 布 荷 重 作 用 下 四 周 辣 性 固定 板 的 解 对 明 
体 强 度 计 算 有 很 天 的 实际 辣 义 。 

然而 ,这 种 板 的 状 解 要 比 上 而 所 讨论 的 那 种 具有 一 对 边 或 四 边 自由 支持 的 板 要 困难 得 多 。 
除了 用 能 旺 法 求解 外 ( 见 9- 站, 双 常 是 将 这 种 板 化 成 商 个 四 边 自由 支持 的 检 关 加 求解 ; 其 中 
一 个 是 胰 均 布 葵 重 作用 前 自由 支持 板 ， 芒 一 个 是 在 四 边 有 分 布 弯 矩 作用 的 自由 支持 板 ， 见 图 
9-18(a) (b)。 亚 热 这 两 种 板 都 可 以 用 双 三 角 级 数 解 法 计算 。 

我 们 要 发 图 9-18(3) 与 图 9-18(b) 合 加 后 的 结果 就 是 四 周 刚性 固定 受 均 布 荷 量 作 用 的 本 ， 
为 此 要 求 儿 918( 马 中 板 边 的 分 布 弯 盾 的 大 小 恰好 全 这 个 板 边 的 转角 与 图 9-18(a) 中 受 均 布 
荷 重 作 由 的 酸 边 误 角 大 小 相等 方向 相反 ,加 起 来 等 于 零 。 根 据 这 个 条 件 , 即 可 求 出 图 9-18(Db) 
中 的 想 边 旁 算 的 大小 ,最 后 将 图 9-18(a) 与 网 9-18(b) 芍 两 个 板 琶 加， 即 得 四 周 刚 性 固定 受 均 
布 荷 重 作 用 的 窜 的 能 。 显 然 这 个 方法 相当 于 用 “万 法 ?来 解 检 的 弯曲 问题 。 

关于 此 法 的 详细 过 程 在 此 木 其 体 介绍 ， 读 者 可 参阅 参考 [23]。 现 将 此 种 松 前 最 后 计算 绎 
果 写 出 ,以 使 在 船体 强度 计算 中 应 用 。 

参阅 图 9-19, 长 边 为 &, 短 边 为 声 的 四 周 刚性 层 定 受 均 布 背 重 作用 的 抢 形 窜 的 挠 度 与 恋 具 
的 计算 公式 为 


























® нтв Мате, нь = ео В, 3009-1) Эр wlay) МАШ. s тє sin MTE BARRE А 


Dr? җылы Hes 











НИЕ # ЭУ НН pyri 88-5, 公信 (6-52))。 На 
(=) = а (я ха к. =.) 


BDA PFE VEL ЕКШЕ ШЕ, И АУТ: 





>= at 
ие Cei +-5-) 
На may 
+4999 ч 1 | 2 sh 2 эһ а тту 1 
Dr? mel gae II Shim ttim а 








pim. тту 
Ри pi ch a hin max _ 
Shim tim a 


tui t(9-T1 U t yt api s, 
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{а} (b) 





Е 9-18 图 9-19 
板 中 点 的 找 度 
=. 90% | _ 

w= kias (9-72) 
EEE, SAAT TARE СЕТЕ z ЖЇК e ИЧ РТ 

М,= kgb (9-73) 
BRR, УРАНА CE 8 T УШЕШ) P ИГӘН 

М, = kgb (9-74) 
ЖЛЕ л КЕЕ 

М, = -kgb (9-75) 
ЖЕЛЕ ЗН 

М. = - Б.д (9-76) 


以 上 公式 中 的 系数 АК, 及 k, 随 板 的 边 长 比 而 变化 , 郊 轩 9-20。 由 以 上 公式 求 出 
了 板 的 索 符 后 , 板 上 下 表面 的 弯曲 正 应 力 训 按 下 式 计算 
6 M 
Ë 
ERER 84 M 为 正 时 ( 板 中 点 ) , 板 的 上 表面 为 压 应 力 , 下 表面 为 拉 应 力 ; 当 М 为 负 时 ( 板 边 
上 ), 板 的 上 表面 为 拉 序 力 , 下 家 向 为 压 应 力 @ 。 

由 图 9-20 т, 的 数值 比 А, К. 都 要 大 ,因此 不 论 板 的 边 长 比 为 多 少 ， 所 论 的 板 总 
是 在 长 边 中 点 的 弯 和 矩 最 大 ,因此 该 处 应 力 亦 最 大 。 当 4/b 相当 大 时 ,= 0,0833， 由 此 得 长 边 
中 点 断面 的 最 类 弯曲 庶 力 为 

Omax = 5000 (27 ) (9-77) 





с= 





些 式 常用 来 校 核 船体 板 在 局 部 强度 计算 中 的 应 力 。 

对 于 参加 船体 总 次 曲 的 船体 板 , 常 需 计 算 沿 般 长 方 往 的 板 的 应 力 ,下 面 就 是 要 用 到 的 刀 个 
АЗ: 

ЕН ЕИ (а> 8), MAKMA ВИ К. = 0.0125, А, = 0.0571， 分 别 得 沿 船 长 
Зу ТЕРЕТ ДЯДО ВЕТ PEA У 


0, = 7509( у-у-у. (9-78) 





四 ”这 里 询 斌 为 荷 重 & Jr F HI z yE, 
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— b x: _ 
F, = 3430 q( у ) (9-79) 


ВНЕС АДНА С 9-21)， 设 短 边 长 度 为 3, 则 当 边 区 比 祖 当 大 时 ,了 歌 k,= 0.0417, = 
0.0833 ,分 别 得 注 船 长 方 癌 跨度 中 点 和 支 座 断面 中 的 应 力 为 


0.09 
















































































O, 
W ; 
0.07 
мы 
0.08! — | l | 
: _| m | 
oof —— 
0.03 š ‚дь 
0.02] | Г 
6.01 —] 
上 .上 上 | L a у 
1.0 1.21.4 1,6 1.8 2.0 2.2 2.4 56 28 30 P 
图 9-20 Е 9-21 
i 2 
o, = 2500 q( r) (9-80) 
РА 
C, = 5000 ғ) (9—81) 


М ИНН ERAEN ЖИИ КОЛ ЕКЕУ Л ЖЕНЫ КЕШ, ШЖ 
底板 为 纵 骨 架 式 板 , 长 边 长 度 为 4= 2.25 m, 短 边 长 度 为 了 = 0.75 т, t= 18 mm, HARK 
СЕНО H =12.5 m, 

解 ” 板 的 最 大 应 力 始终 发 和 二 长 亡 中 点 ， 丰 可 利用 公式 (9-77)。 当 瑟 = 12,5m 时 ， 板 上 
单位 面积 的 水 压力 为 9= 12,5 х 10.05 = 125.6 kN/m = 0.126 N/mm, i 


Tmas = 5000 x 0.126 Y = 109.4 N/mm 
100x18 : 


板 沿 船长 方向 的 最 天 应 力 可 按 公式 {9-79) 计 算 , 如 仍 取 9=0.126 N/mm:D, 风 得 


一 一 - 750 2 
с, = 3430 Х 0,1 C ) = 75,0 N/mm? 
1234800. 126 (0. ) = 75.0 № 





HER SARKETA- М 4/8= 3 时 ,由 图 9-20 49 k= 0.028, Ж 


0,126х 750* 
шаг = 0.028 
0.028 2x10 x< 18° 


ERRER E ri ‚Н ДР ТЕ ЖЛ РТ ЕЕ ВУ st }Е ШЇ Н УВЕ НЕЖНАЯ 计 
算 公式 和 和 租 应 的 表格 。 基 他 各 种 边界 和 受 力 情况 的 矩形 板 的 结果 可 参阅 [2] 及 [22]。 


$9-5 下 交 异 性 板 的 弯曲 


= 0,957 mm 





O ТИЧА, ГИК ЕЕН ВАТАНЕ ААКУ. 
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以 上 我 们 所 研究 的 板 , 板 的 材料 性 质 在 种 个 方向 上 都 认为 是 相同 的 ， 这 种 板 叶 做 * 务 向 同 
性 版 "(isotropic plate)。 在 实际 结构 中 ,有 些 析 的 材料 在 8 方向 和 多 方向 的 物理 性 质 臣 不 [Н] 
HA ЕЛИ ЈЕ 6 EPERE” RÍA РАТЕ EER” (orthotropic plate), 

对 于 船体 结 居 中 的 每 一 殴 板 来 说 ， 属 于 正 灾 异 性 的 情况 是 不 多 的 ， 但 就 整个 船体 憩 架 米 
说 (如 船 底板 架 及 甲板 和 板 架 ), 如 果 把 它 当 作 一 个 灰 体 来 研究 的 话 , 从 后 文 可 见 它 就 具有 正 交 各 
向 异性 板 的 性 质 。 

我 们 现在 来 研究 船 底 憩 架 , 它 由 内、 外 底板 和 多 材 、 助 松 所 组 成 ,在 外 和 荷 芋 作用 下 ， 整 个 秋 
底板 架 将 在 黎 舱 壁 与 船 制 之 间 整 体 弯曲 ， 因 此 把 它 当 作 支 持 在 禹 舱 族 与 船 侧 之 间 的 板 来 研究 
х й. ШГЕК ВСЯ АА ЛУ рр у ЕЕ Лу тир АС ЭУ РА Я ЈА) ВЧ, РЕ ЛАЛА АГЫ 
ЖЕ E 22 FE EBE, | 

ВЛЕ ЖЛЕ ЕН Ее, ВРЛА ЗЕ У АК НН Е 
正 交 蜡 性 极 , 或 称 为 “组 合板 ”。 

在 村 系 结构 力学 中 ,我 们 兽 把 船体 板 驾 作为 租 互 正 交 的 灾 义 染 系 来 研究 ,这 时 内 , 外 底板 
作为 灾 又 浊 系 的 带 扳 。 在 这 种 研究 中 ， 带 板 中 的 前 应 力 以 及 公共 带 扳 中 的 平面 诬 力 状态 汐 未 
考虑 ， 交 义 滁 相 邢 作用 的 趣 矩 通常 亦 不 予 考虑 。 这 种 处 理 扳 架 的 方法 ， 对 于 甲板 板 架 或 单 底 
板 桨 还 比较 切合 实际 ,但 对 双 层 底板 架 来 说 误差 就 比较 大 了 。 对 于 双 层 底板 架 ， 实 践 证 明 当 
几 组 合板 计算 时 要 比 用 实 六 法 系 计 算 精 确 得 多 ， 因 此 研究 组 合板 的 弯曲 对 船体 结构 计算 有 很 




















大 的 实际 意义 。 
下 而 我 们 将 先 推导 出 正 交 各 向 异性 板 欧 次 申 微分 方程 式 ， 然 后 普 讨 论 绩 拘 正 交 蜡 手 认 的 
[2] 题 a 


2, Ж ШИ ЕЕ S i И ЖУГА, 

Ж ЖАТЫ Ж ЕЕ 9546 А Е ER, BHEE ЖИЕ ЕЕ; У Jr АРЕНА ЗЕЯ, 
ВЕ, и, ЯУДА ЗОВЕ т Jr F| ПЕШКА z 方向 伟 长 在 4 方向 收缩 的 消 格 比 ; Ен, 代 
ЗЕЕ 乡 方向 的 四 应 数值 。 因 此 板 中 的 应 力 分 量 与 应 变 分 量 之 间 必 然 有 下 列 关系 : 


с. Ty 

= -a Дурр 
Е, Е 

# 











ч Ir. — Or J- 
Ey Е, B; Е. {9 82) 
T. 
Pry = с” 
上 面 的 前 两 个 式 子 义 可 写成 . 
J E 
o, =-— в р 
”et “ Тр 
gy = a E, e, + Ë, Ey 
1- нн, 了 一 只 zy 
ДЕЕ Л 的 互 等 定理 ,有 u E, = u, E IS E= u E, Ë 
Е, Е; 
„= — - €; —— Me 
7 l- Heby > 1-0,0, И | 
o- E, E (9—83) 





ú 1— йун, Eat IAR N 
ЖЯ ИТЕ ЕЩЕ], ЖЕЕ yE {ЛК ЖЕЛЕП, РАЕВ Т 6 Ж E PRT Ошу ЖЕШ 
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的 中 面 , 则 ese, 与 挠 诬 纪 之 间 仍 保持 公式 人 9-28) 的 关系 ,于 是 得 





г E, дн Е, Б? 
Oy= ~ 2 it . ` A 
\l- Hf; д2 l-u ӨҤ 2 
‘1-й, 2° Тени, EN 
- 2% 
= —2{уд 
Pay 2 rOy 


НИЧ RAR H LEES БИА 

















Ут 1/2 За я д? 
м,- | o, dz = - | ( Е, „ёш Ë . 20 газ 
-i -vih l- Hy бт 1-н„д, CW 
_ 9° Ew 
=- ( Dag +) 
EA 
Е Pw 80 
М,= | Н с,202= - (D, iyi ' gn ) | 
2 W 
M = | p EE > 2Da отд | 
式 中 
一 _E: * ё Р = Ey E 
£ т 
- Вашу 12 і- н.р, 12 
= EB _ Сё 
! 1 — Erby 12 "у 12 





НИ: ЕБИНЕ К А-КЕ ИН ЕЛЕ 





М, SMa BM, _ 
“эн taray ей 9 
中 ,得 
A а ðw _ 
人 
令 
H= D +20, 
HERRAS НЕСЯ 
дш _ ot Qo _ 
р, Brt H ата? з ар 4 


(9—84) 


(3-85) 


(9-86) 


{9-87) 


{9-88} 


式 中 D, ERRE т Jr B] 8925 ИНЕ, D, 才 示 板 在 乡 方向 的 弯曲 刚度 ， 妃 表示 板 的 扭转 刚 


度 。 
SERERE, Ж 


所 以 


— #20 — 





п. НЕР ү К | BEP ЕВ _ ЕР | 
12(1— H°) 6 12(1-— р) 12(1+д) 12(1- u°) 
= р 
Е, ЛГА (9-88) ИН (9-43), 
3。 组 合板 痪 曲 的 基本 方程 式 
在 推导 组 合板 一 一 结构 全 瑟 诡异 性 板 的 弯曲 给 分 方程 式 时 ,我 们 先 米 研究 图 9-22 中 的 双 
BERAE ЗН ЛР, 












A 


mr нта 


=“ “ЛТ 
Ц dadl) 
Z l l 

U 


图 9-22 


(1) ЕЯ: © ЛИКИ = У Pa НЕ (Bp) МН ЖЕЛСЕ, ЭЁ НН ЕШШ 
Ж ЕИ ЖЕНУ, MARAR AA, РОНДА А РАН НЕ АНБ 
ДШН AK, МГИ ЖЕ z Jr КР ШЫ У ЕР E-A ELE, ti 
BL ЛЕНИ ЖЕШЧҮ, 28 +; IK ОЕР Ошу 就 设 在 此 中 面 上 。 

(2) 组 合 酸 在 弯 各 时 站 法 线 假定 大 正确 的 ， 从 而 纵 栅 和 肋 板 在 弯曲 时 平 断面 假定 亦 将 是 


符合 的 。 

(3) BEA TRA REA A S RRRS E TRER O HERO F 
7106 ДЕН ФЛЕШ.» 

并 引入 以 下 符号 ， 


ЗЫ НЕ ЗЕ, 
Е Py d а 
R= z+ zs НУ Е 
ЭШИМ ЁТ; 
МАНЫ, 

根据 үке, # ran BJ АГ EE B| {Др yak (9-28) БЕЛ, АНА 
Жин Е ЛИ ‚БФ 5182] ЖИЛЕ ЕЩ КУЛК, ЖЫЛЫЙ З Ваар ду ЛК. BPB, 
对 内 、 外 底板 有 


fista 





























E 
i тд +882) 


将 公式 (9-28) 中 的 asyey 代入 上 式 , 并 设 z.G = 1,2)39 ЛЕ ЕЕ ЕЕЕ, 8 


Е | 
== т< (6 НЮ, Cy = 


— 221 一 


o- Ez, ( ow | 20 ) 


1-р даб д 
~ ne да (9-89) 
б =. Ед, (- Ош u- 2и) 
И 1-м: X| Oy ёл? 


ХРЯНЧ É 
T= Ке, = — Erde 


(9—90) 
Or= ЁЁ „= = Е-е 


TEAR RAAG АЕ, ЎН e AA # РИВНЕ С 24 
9-22b)>, 3 E ® Л, ДУК НИЕ ЖА O 为 
М, = | са A= | sa йА+ [| czd A 


式 中 第 一 个 积分 包含 内 ,外 底板 的 断面 积 ,其 中 的 с, НАЗ (9-89), 88 АНА 
的 断面 积 。 共 中 的 号 用 公式 (9-90)》 ,于 中 


м,=-| E (asta a -)4А- | да 00 ад 


Ai 1— р ба? 





Pa T ERARA REAR N Е н ЕБ 分 改写 为 


Ez д? 
|. 1 ( д + В 5 "ЧА 








-f afk 2 WE Ow ВЕ ёш 
J. | дд? 3-7 Er t Әу дА 
所 以 
М„=-[ Е. ош dA- |, Е-©# адд 
4; Я ew 





_ a f ( Sw, Cw р 
А: в дл ау ЧА 


Се ела, aa] оа. (60е ну ам 


жин BS A WARA НИЕ Г СОЛ s.n р > РЕН НОЗИ ИЕК ЖЕН PERTE 3E 再 
PRE 5;, 我 们 用 z, 表示 为 





isf дал |. zaa (9-91) 
Г-Н ДЕ ОАЕ BE ЕДЫ РЕКОА ТЕ КИЙНН, ПЛ i 表示 为 
Ва + 221, (9-92) 


У 
M -- pi om ШЕ Ow _ pEi ёш 
, -m Ёр И 


* др? 





1-02 @ 1-м Әр 


E г; 2 HE д? 
= 一 -一 ГАА + и. 
г Прочий] Tur ду 





Ф MAAR ERA s. . 
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E 


D, = Үш = р?) + p22] (9-83) 
= РВВ. (9-94) 
1-в 
得 
k: . z 
M,--(D, 59 кроз) (9-95) 
[ЖЕ] Ф 7 A [и] Ёз {ЖАН РЕ hai HE A 
А 2 2 
М,= -(D +, Za) (9-96) 
式 中 
-_Ё y зу уу 


г 为 带 丰 宽度 为 Sy BJ рр РЫЙК НОЕ ЕГА НЕ БЇ АИЙ ТЕБ EEL Spo 
ЯЗ, НР 2, 与 相差 不 大 ; Wia вы 1. ИН (1—4) 

T РА, 因此 D, 与 р, ВН 

Eis Dy Ё 

тр 
下 面 来 计算 组 合生 中 之 扭矩 。 我 们 认为 只 有 内 ,外 底 窗 中 有 水 平 前 应 力 rzy， 所 以 单位 间 

ЖЕНЯ № 





(9-98) 


M,,-| rd 





计 及 Tay = = 2G: ау" 得 
= Zu] dA= Lo0 e __ Eh ow 
М „= 26-2293 „244 26, 950 1+д рду 
2 
Е; Е; 
.DD 或 D. = Sh 
( їр д 2 у 或 zy 21+) (9—99) 
|701 
ди 
J =-20. ow _ 
М. 2. Bay {9-100) 
3609-95), (8-96), 9-1007 订 写作 如 下 之 矩阵 形式 ， 
OW 
(М. ГР, р, 0 Өл? 
22 
M - D, D, о -e (9-101) 
M.J 10 0 Da _„ ðw 
діду 


— 423 = 








或 简 记 为 


= [DIfx} (9-102) 
АЕ В ЖА ВИ НЕЕ, 
гр, D. 0 
гр1=| D, Р, 0 (9-103) 
0 о Dy 


ООН h РОТЕ (9-12), ШАН УЛЕБ ЕЕ 22 Sh Pak ii 
ERED ВРУ у 














a'w дю dw _ _ 
Dga | 2H- ay ь Ру ЕТТ q (9-104) 
5 
_ _ Ei, Ei _ Ew _ 
Н=0,+20., i + ru 1-м (9-105) 
ЭЖЕН (9-04) Ж U TŠ ll wey), Ma h -oD ARRS. AT 
ЖАУА ВЕ Н (09—101) СКН УЕ А: 
w _ MD,- MD, 
др? Di- DaD, 
9 _ MD,- M.D, _ 
一 ay 77 рг D.D, (9 106) 
Fw Ма 


дй Du 
TARH GG E H SiE MEE RKA EAA WAR TF ARRA MA AAA 











E 1 „ 
s7 чт "D,D, - D: -LM D, ш uD) — M (D - nD,}] 
_ Ez 1 р _ _ 1 _ _ 
а= рр [Af D,- D) MD- nD 1 (3-107) 
a Дї 
Tay Сг, * р” 
ЗН ЖА 

| __ iM Dy - My D, 
o= Ве D.S D: л) 
9-108 

o= Ez м,Р,- М.Р, 

® p- Р? 





然而 ,由 弯曲 微分 方程 忒 求解 10(z,9) 是 比较 困难 的 ， 所 以 在 有 限 元 法 得 到 应 用 之 前 ， 具 
好 用 近 羽 法 , 见 参考 -E23]。 放 洁 ( 耳 .和 A,Shade) 曾 对 组 合板 作 了 研究 ， 并 作出 了 双 层 底 的 计 
算 蝎 线 可 供应 用 外。 月 前 有 了 有 限 元 法 ， 组 合板 可 以 和 各 向 同性 板 一 样 方便 的 解决 ， 见 S 9- 
To 











59-6 RIPER НЕВА 
HS ШЫ ДИ арр НУ БЕСЕ , Ва КОКЕ, PAARE АЛЕН ЛЕ $ 6-5 中 
O 见 SNAME Vol 49,1941, 22 5H]. 
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ЖИТ, ЖОКИ ЕЖЕ ЫТ ЧЇ ТЕЕ ЯР BI ТАР ИЯ {ЖДУ H. 
1。 板 的 弯曲 应 变 能 
应 用 李 兹 法 首先 要 知道 应 变 能 。 根 据 结 冤 应 变 能 的 一 般 表 达 式 (第 六 章 $6-1, 公 式 6 
13) ,对 于 刚性 板 的 弯曲 ,有 
Vat (È| corer + об + тото) de dy dz (68—102) 


1#(9-28)701(9-81) thin рУ ЕЕ, Ж ЕПШШ И o (m,y) ЗР ЖУ üE 


зоб ПАС (yo ge pe 


+2(1- 人- r ) lavdy dz 


在 上 式 中 ,对 z 从 —1/2 = 2/2 积分 ,得 


人 


RE PEETA PHAR T. DRRR S HAE, 

当 和 矩形 摄 的 四 边 均 支 持 在 刚性 支 座 上 ， 即 酸 四 这 的 挠 度 为 零 时 ，(9-110) 式 可 让 一 步 简 
化 。 根 据 烙 林 定 理 , (9-110) 涉 中 第 二 项 的 积分 可 化 为 消 板 边 的 积分 ， 

Bw М? 9 gw _ ди gw 8 2% 
Д-у) pe д! [азаи = (| =. zay 9? + Эл - ay? a | 

上 武 等 号 右边 的 积分 在 z=0 和 =4 边 , 因 dz=0, 故 第 一 HENE, FERMU w EAF, 则 
Pwr DFTE RR ARAE. ЩЖ E УЕОМУЕЬ И, , 因 dy=0， 故 第 二 项 必 为 
零 , 若 在 这 两 边 ww 全 为 零 , 则 90/05 必 等 于 零 ， ИЗМЕ, НИМ, АЖЫ УЛЕЙ 
度 全 为 零 , 则 概 的 应 变 能 公式 可 简化 为 


为 


























V= - (2 КЕ -2 Y dedy (8-111) 
2, ЕЖ 
有 了 板 的 弯曲 应 变 能 下 后 ,再 计算 出 入 药力 函数 U, 
U= jawaray 《9-112) 


式 中 a ERRET. АДВ NIEH 
п-у-0- | (азот) 











2 2 2 2. 
+2а-#) | ( си) - a . 22 || - aw lanay (3-113) 
Е 982 Sk 3 АЯ ЕН. 
ш(2,9) = УА. Oma ， (9-114) 


Жар o, (2) Бр, ОДОН ВАУ З РЕТ ВИ СВ ИЖ) Л 为 待定 系 
йт. ЖОПА клопов ПАВЛА Аш, BE 
aH m=1,2,3 e 
т =ü k {9-115) 
дА,,, M = 1,2,3: 
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шаш Ano л. 00-114) д T N КИШИ ЕЖУ, i 
EER. ГЩЛ ИГИ» 

例 1 ШИН, И: z = уп КЖ РОМ 9—23) ,试用 李 莹 法 求 
些 概 的 挠 曲面 。 








М “将 板 的 挠 曲 商 写成 双重 二 角 级 数 的 形 о , 
А: 
w= =з) x, „Sin ыт sin PTY ү; 
(9-116) а 
它 的 每 一 项 都 满足 板 自 由 支持 的 边界 条 件 。 y 
клоном 
能 ， 得 9-23 
_ D “Е зд? ип? ү. ах o ищу | 
EOE yana r aa 
= 9400 (+) (9-117) 
ЛО 
U= Pwe, Y) |, n= PNE Am sin nPE sin PET. 
体系 的 总 位 能 为 
HH=V-U= ФР -于 у - P35) An „5-1 тив -Sin 7 


УЕ АЕ Я, КЛА ДК 09-115), f 
sin- mË Oj sin 一 1) 
А 24Р a ó | 
я qD (= + п? ) 
а? р? 


将 系数 А, 之 秆 代入 式 (9-116) ,得 受 集 中 力作 用 的 板 的 挠 曲面 为 








Ип. ИХ 
4 И „ ЭТ п г y 
«т НЯ 
w= 一 一 一 = -| ЯП 一 一 SI -一 = - 
аврил ка ЕСИ n ? а b 
а * BF- 


MIRA SH YL 85 S Wr 
得 之 结果 式 (9-60) 完 全 相同 。 
Š 例 2 用 李 赣 法 求 均 布 荷 重 qs 和 作用 下 四 
УЕЛА] E ИЧЕ ЖЕ ЖИРЕН, LE 9-24, 
Ж ”将 松 的 所 曲面 下 为 这 样 的 级 数 形 
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其 中 每 一 项 都 满足 给 定 芍 刚性 固定 的 边界 笨 件 。 
板 弯 上 晶 前 应 谈 能 奶 由 式 (9-111) 决 定 , 外 力 的 力 阔 数 则 为 


U= f f ва dy = af | w dz dy 
ЭТ {ДА М,, А ТАЕ Т ЛОН ЕЛАН, 
_ Са IRT 227 - 
w= =i (1 — COS 7° ү — cos n -) (9-118) 


将 十 工人 代入 式 (9--111) ,得 版 的 应 变 能 为 


_ р w 20 ү 
РО ө» 


да? 2: 





DCO? mt (- Зр? За? 1 ) 
= 十 -二 
2 ab dg АБ 2 


将 式 (9-118) 代 入 力 函 数 的 计算 式 ,得 
ЫС y- La 
Į = A [wag dz dy = - 1 gCuab 





体系 的 总 位 能 
DCL n 30 за, 1 _ 1 
H=V-U-= оар -3 + ай ^ >) `7 Сай 

使 体系 的 总 位 能 为 其 小， ШЕ С = 010% 

DC. nt a% За? 1\ү Í _ 

ab (® г +i) -y 40 = 0 
从 而 得 

C, =- С * a'h 





Drt За РЕ зр 
ща= bh, ПЕРЕН AAN 
и. (1- cos 2229 (1-с 250) (9-119) 
оё h th y Д 96 ВЕ 
а ayl да _ q. at 
и( а. 5 )= ще = 0.014096 
ТИНЫ, 9-20, 24 a/b= 18, k = 0.0138, 得 在 板 中心 点 章节 大 搁 
度 为 








- да 
шах = 0.013825 


可 见 两 者 之 间 仅 有 1.5% МЕ. Н, РЗС 6 ЛЕ, ЕКЕН ЕТ (z, 四 的 级 
ЖА НЕШ Р ДОЙ, STSD RS) F ЮЙЛЕ ДЬ ҢА, АГРЕ БЕЖЕН ру 
力 ,就 需要 取 更 多 的 项 ,才能 得 到 比较 满意 的 结果 
# $9-7 板 弯 贞 的 有 限 元 法 
宠 形 板 的 蛮 曲 问题 ,在 通常 的 裁 荷 与 一 般 边 界 条 件 下 的 解 管 均 可 用 本 党首 述 的 解析 法 ( 微 
-一 227 -一 








p ау УЕ) ВЕЕ К, ЕН. Н ñi 1 q Ap gp АНЕ НГ, ЕН E а 
РЗ Ж йт Л ЭЕ PE RJ K 
НО а, МЕН, 
Но ЕНИ, НУ НЫ ЛЕ. 
显得 十 分 方 全， 本 节 就 来 研究 板 变 曲 
HIE ËR л. 

We У СТЕНУ Аа ШЦ js 
从 章平 面 应 力 问题 有 限 元 法 相 门 ， 改 
本 节 中 不 作 详 细 的 笑 述 ， 并 你 限于 讨 
РИКИ. 

1. БЕЛЬЕ а S£ 

W Ер PARAS PE ea ЛИ Л, ЛЕО НЕЕ Л БАН Orya, НБ 
ЭЖЕН @ Kb BEHEARE IA LJ т, р, ЙЕНЕ ЕПП 9—25 所 示 。 

НЕЖИН У ЖЕНЕ: i z НЮ ВЕ, BDP RE wt НК Oas 
259 ЗЕ 0, ЕЖА ЖЕЛ УЖ ЕЛЕН ТЕ В] БЕЗ iF АНА} ( 见 图 9—25), B 
此 对 节点 和 有 








"3 9-05 





д 





10; 
ш; _ дю 
{д,} = 30, Е (ar), (9-120) 
Ew 
fs: |- (эт ), | 
НТА ОН, ВШ = РНЕ М, M, Ж М, 
М, 
(FO = Ma, (9-121) 
М, 
XFTF3 4 DL РВС НИЯ 
Š, | F, 
(@y=- Jð |, фаер) (9-122) 
1@х1 дь 1x1 Fa 
д, F, 
Jak UB ES PE E ЕЗУ 000,0), 3 12 个 待定 系数 ， 
t = z, + а + ау + а + G,21 od + аа? тару 
+ а®у®+ аа о ту 
或 
w=[H]{e} (9-123) 
див 
[H)=[1 в У s шу YP а? ту ту y и eyg] {9-124) 


{а} =Га G; а, + maa." 
ЮЖ РЕЙ ЛУЫ ЖОШ ИГҮ ДИЛ ЛЕ z ОГНИ Ж z My 方向 的 刚性 转动 ， 但 不 
能 满足 单元 之 间 边 界 二 位 务 ( 挠 度 及 转角 ) 的 协调 条 件 。 读 者 可 自行 证 明 单元 任意 一 条 边界 
jm Бю 及 凡 芷 连续 前 ,但 龟 不 连 线 。 内 此 这 样 的 单元 为 非 碟 测 元 ， 但 是 正如 第 八 章 中 所 指 
出 ,实际 计算 表明 , 非 苏 调 元 当 单元 途 步 取 小 时 还 是 能 够 收敛 条 精确 结 此 芍 。 
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上 十 过 


` 
РА 


в 


НЕ E ДАВ} 200,09, 762,0), m(a,b), POBRAO- PHRAO- 














求 册 节点 位 移 , 可 得 
并 可 解 得 
PLAI 为 下 面 的 12 阶 方 阵 ; 
ГА1 = 
1 0 0 0 
0 0 -i 0 
0 1 0 0 
3 2 3 
72709 а @ 
-1_1 1 1 
ай а р а 
3 2 
-- 让 -本 9 0 
2 1 2 
a 0 == 7 g 
3 0 2 _ 5 
PaA ab ab 
3 2 3 
а ab Ó Сай 
- 2 0 1 2 
Б Фр ар 
2 ml y 2 
7 а ab b: 
从 而 
ГАЛЕ ВЕ, 
2。 单 元 应 变 与 内 力 


1 


abt 


{ô"}= LA Ha} 


12x1 12х12 12х1 


{@}= [AJ {ô} 


0 0 
0 0 
0 0 
1 
= 0 
1 
0-2 
0 0 
1 
= Ü 
— 1 К: - 
ab mab 
3 
0 a 
0 0 
1 _ 
ab mb 
2 
0 一 三 


Ф 


0 
1 
ab? 


в=[НТАТЦ 4} = [34°] 


12хі 


将 人 9-127)? 代 入 应 变 矢量 公式 (9-29) ,得 
{x)= г81{(8°} 


х1 


Зита 12хЇ 





(9-125) 
(9-126) 
о оү 
0 0 
0 0 | 
о 0 | 
1 | 
O 
I 
о 
b | 
0 0 
2 
0 ab 
1 
ab 
> 0 
_ 1 
0 -ap 
ай 0 J 
(9-127) 
(9-128) 


ГВ ЛА. ATD АГЕН ЖЖ (9-37) (9-102) КНЛУ М,, M, M 


Hi M aO ORDD я 


定 。 


¿M)= [DJ Be) = 6708 
式 中 [万 为 弹性 矩阵 ,对 于 各 向 同性 板 由 趟 (9-38) 决 定 ,对 于 正 交 各 向 异性 板 , 由 式 (9-103) 决 


ГУ ЖЖ: 





[5] = LS; S; S, 5,1 


Ф 注意 ,化 М. Му, М ЧАВ 89-3. 


{9-129} 


(9-130) 


— 229 一 


















































ө 2 qn 
fr e о f” __ 
" 1 qg T 0 өт _ 4% : д5 
. мр 10 D 
ЦТ? + АТ -( 20 + {0 _ > q : "r — 5. — o gp 
p q CC+ + - qz azr7 
а — - тта “I 
ar qr (8. 2) р 29 оо А ея 
а "Е T 0 „о. во Е ago 一 - [453 
9 | 0 0 н _ м _ 
он „© ! 19 
(1 © “те о SA - a В gn 
22. o » i qz “qz” azez А g jp 
- О __ : p И | TTZ — 0 К Е 
Ч 1 9 ar а Л 10 _ 9 | a 1 оо „90 л 
р i (Т? тд + 7) qz 
-LESI = 0 w ; р a (1 : 0 9 10 Н 
` -6) {3 一 一 上 q : 1% 一 :0 
9 Н Т Ӯ КТР -( 29 +- т? i (19 Н 0 0 =[“©1 
qay б а 
0 90 qa Og % 
Ü x= q ! 
qE- nagz 0 „2 I ç _ p 
0 0 ade gz — тр ^ ‚4° 
ЕИО 3 
一 _ r77 
оо 0 i 9 аз а? (ТУ ( 20 + 4) р а 
0 了 
{19 “Tv 25; (总 + 2 p {9 =[ S] 
а “a )в ТЕ 0 
(Т © 0 == T 
- р q9 
| 0 52. gp : 
: Ы 一 р. ` __ 8 
p aqa в 1% st q _- 2 q _ 
i тр - Ü +2 qE T 
\ Н 1 ё Т9 _ P g ( р 
! p Чї? T а — + @ 
-- Ро x аа ) |=cs] | 
(19 Е : 一 一 - 19 P © 
dF i F 1 + - Ë e 
11 ( aq а Jo J т 








上 式 适 用 于 组 合板 ， 如 令 





-DD=D= ВР = - 1-в _ 
Р,= Р,= Р= тту, а= р, Р, = 了 р (9 1325 
则 适用 于 各 向 同性 板 。 
于 基 单 元 节点 的 内 力 可 表示 为 
{Мүү= ESHO}, {М} =[$,1{8°} 
{М} = CSa Jide} {М} = CS Hee} 
АЛП = ЕШ REPARE: ЖР АНИНЕ И] 1509-47), Ж-Н АЛЕН ДД (59-107), 
(9-108), 
з. br ЕНЕ Б БИШИ EBE _ 
ЖЕЙ ЛЕВЕ МЕН LL HE Ua BL Ж.К, k put В ШЖ (9°), 于 是 有 单元 节点 力 的 
р р 








ў• = (Фут Ее} 
ХЕЗ ЖЕК БЕШИМ, НН НЕ) = z( Z), ЖЭЙ НЕЕ 
Pe- ИН Түцо}йайу dz= ШЕ 7 yr(o)dzdg dz 


式 中 |. atas (M) 


P= [СРМ авди 
ME Pe- 产 *, 并 利用 公式 (9-128) , (9-129) ,最 后 可 得 
{Е*} = [К°](6°} (9-133) 
式 中 
[Ke = F [ TBTEDILBIdedy (9-134) 
JiR ЭЕ) M ВЕРЕ. 
所 得 的 单元 刚度 矩阵 只 与 该 单元 的 方位 ,尺度 及 材料 性 质 有 羌 , 故 不 因 坐 标 轴 的 平移 而 改 


变 。 将 [LB] 及 正 交 蜡 性 组 合板 的 弹性 拓 阵 [FD] 代入 (9-134) 式 中 ，, 经 积分 计算 并 整理 后 ， 即 得 
Ж НИЖЕ РЕН F, 


Ka К» im 
Кы Km Ka 
Kp Ky; Kpn 


Ka K; Kin K. 
Е К K x, | 


2 
m = 
š 
— 
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К, 

k, Ка 

ka kas kss 

ka ka ka К 对 称 

ka Кы Аз Кы Къз 

= K, Fa Fa kes Кы Ken 

| ka kn ka ka ы ka 

; Šar ka Кы ka Кы kss kar Кав 

Кы Ea kgs ka kos Кы Kar Kos ka 

Ки Би» ko,s Кыа Киз kn,s Кет Буз, kiosa Кш, 

Кан Кыш Жз kya kina Куто Бит kiss kiro 0 Ки 
koag koa K 





24 2 da b 
ka=- D,+— - + а, 125 p D+ 82-р), 





Ë a 35 154 
b 1 2 4b 8 
Е = 一 а Р,- —- D, -g Per ks = - Di, ks, = ‘за z тр = 


ka = sa p,- Ка, ki =- 82 p — ka y Каз = 一 5-р, 一 kyi ‚= ky 


Бы = kass Kss = 2a Dy- kars krs = 0, ks = kai, Kss = Ks 





Б 
kam ka Б 0, haz. Dam 1 ho kas = as бы= Ён, 
kes = ka 
有 
k= -Be Ds krs 


kzs = Di- khu, kus 32. D,- +D.+ kens kr = Kn 
ky == т, = E kass kas = O, kes = 一 ke, k. = -p D 一 Кз, Кав = 0, 
kar == ЛЕ = kas 


ka=- -2 р, ~ kors ka = 0, ka = hka = Kras kas = 0, 


2b 
—D,- kss kor = — Kais Kes = Каз, kog = Ёз 


ka= а 


Kio = Аа, ioss = k. ku a= _ kres Кума = kz ‚Каз = kins Куна = kors 
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р 





(93-135) 


(9—136) 





kii = — Бу, a= Ra Ааа, з буу а, ив kasku, = 0, 
уте = Кало аза Козу Kn p= 0, о — Kars ks, = аз 
ал = 一 ka аа 0, з= Каа krss kir s= Oskis, = koss ) 
ka= kass Kina = 0, kis, = Коз, Каз ла = kaki и = 一 kaka = kss 
许 用 公式 (9-132)， 即 可 将 组 合板 单元 的 一 度 撼 阵 化 为 各 向 同性 板 单 元 刚度 矩阵 。 
对 于 具体 结构 ， 将 各 组 成 杉 元 的 单元 刚度 矩阵 的 子 矩 阵 按 其 下 标号 码 对 号 入 座 即 可 组 成 
结构 刚度 矩阵 [其 ], 从 而 建立 结 父 的 节点 力 平衡 方程 式 
([К1{ду= (P) (9-137) 
РОЗНИ Е, (PIA RT кр Но 
4, REE 
ДН ЕЙ МАД КЕНЕ ЕВС ЕН А sun h S Eb IR P PF ВЕ. i 
单元 上 有 均 布 荷 重 49( 图 9-26a)， 并 假定 单元 发 生 虚 位 移 作 = [NJ 5), ДЕС} ЖИР 
РИФ ДУРТ О ЕТЕЙ ДЕ ЭА 
f [gwardy= af [4 IGEN йу 


-一 光一 上 
| 
ү 77% 7" 


11] 


kaz = kasku a = 一 kaskas" 一 Кузе kis x 











图 9-26 
Ре) = [P, P, Pa РЗА Я, (PAE DENEA 35)" 
(Ps), Жл ВОН, ЯЬ 083526 F rh ИЕ, СВ 
(857 {pe} = gf СМ dedy 


由 此 可 得 
0Р9) = «(Атау (9-138) 
НАТА A БЭ, ARHAR ИВАНОВ АС 


el 1 b -а:\ b a l 1 -b aii ~b -af 
(Ра зс га A мч ма 24 24 (9-39) 
此 等 效 节 点 力 包 括 节点 的 集中 力 与 集中 弯 纸 ,如 图 9-26(b) 所 示 。 

5. а 

例 1 计算 一 等 摩 度 的 正方 形 板 ( 几 9-27), ЗНАЕНА УЧА ДН Ж 
持 两 种 情况 , ЕШ r Ej q а 及 位 于 板 中 心 的 集中 为 Р 两 种 情况 。 

解 ” 计 算 时 将 板 划 分 成 三 种 不 同 数目 的 征 形 单元 ， 以 便 比 较 ( 图 9-27 а,Ь,с). ЊК 
程 不 子 详 述 , 现 将 三 种 情况 下 所 得 的 板 中 心 接 度 Waar 列 于 表 9-1 中 , 表 中 ， 
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(а) (b) (с) 





























“qh ,Щ, РЕ 
АТН, D AE B Bi rE, 
Я 9-1 

h M M F = | пл 自 由 Z $ 

м & | YANE - - 
НН анта пева EHNE 
& В @ | Ë 
2х2 9 0.00140 0.00813 0.00433 | 0.0123 
4х4 25 0.00130 0.00580 0.00413 0.0118 
8х8 81 0.00128 0.00587 0.00408 0.0117 
3 数 Е 0.00125 0.00530 0.00408 0.0118 











表 中 最 后 一 栏 为 用 $9-4 中 所 述 的 级 数 解 所 得 的 结 暴 ,可 见 当 取 8x8 的 网 格 时 ， 有 限 元 


法 的 解 已 相当 精确 。 
М2 用 有 限 元 法 计算 一 正方 形 船 底板 架 。 窗 架 的 长 度 与 宽度 均 为 上 = 10 п, ВАА 


ERREKA Я 1 m, MRHAR. m, ARREA 2,5 С 9-28). ЖЕНЯ 
0.1 N/mm2, 
А (9-94), (93-98) ,(9-99)8 


自由 支持 , 板 架 在 模 仓 壁 处 为 刚性 男 定 ， |“ 
Ж 我 们 把 此 板 架 当 作 正 交 异性 板 
Ei, Ei, н 















ЭРЧ PER k RR ЗАНЕ в 
10 mm, ЖЮН У Eg ШЕ 
《给 合板 ?来 计算 。 为 此 先 要 算出 红 合 松 i | I 
的 刚度 ， D, ,D,, р, 及 Dayo 由 $95 23— | | 
二 i 
4 5 $ 7 
L 

































Disa Ри 
Ei, Ei, 
式 中 jz 为 单位 纵 析 间 距 内 的 纵 析 断面 惯 图 9-28 
Е; | 
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4, М ERTE P J B BS ER ТИПИ ТЕН; 
i= 2, + zt, 

21,23 分 别 为 内 、 外 底板 到 组 合板 中 性 层 的 距离 ;t,t Ж ЯУ, PE JS ЕЕ о 

РЕЖ, ЛЕА ЕЯ НЕМ Г, = 1.333 х 10° cmt, ik 
{ а 1.333 x 10' 

= р 250 
ДАБА АЈ Е В ДЕТТИ ВЕ 7,=0,583Х 10° с“, i 
Ту 0.583108 
а 100 


= 5333 сш? 





iy = = 5830 cm? 





# = 5025 1 + 50" Х1= 5000 сти? 
ж Е=2х10° N/mm’, н = 0.3 9 


Р, = Ей, = 117.2 х 10° Necm 
1- в? 
2, = 25; = 128.1х10* Necm 


D, = „ВЕ. - 32,9 x 10" Necm 
1— А 


D = 38,5 х 10° Necm 


_ Ei 
” 2(1+д) 
ЖЕ Ра ШЖ, УДЕЛ 10х4 (0 个 单元 ,55 Ая, 9-28 Ф), 计算 
БЇ ДУРЕ ЖЖЖ НЮ 1/4, ДЕП ИПИНЕ Ж Ал Уж, КИР ИШЕН Ж 
结果 如 下 : 
中 织 梅 中 点 ( 扳 架 中 心 ) 的 挠 度 为 
Я шах = 0.177 cm 
"Е SAHT P КАЮ ПЕП ВЕСЕ НЕ We J 8 
с.н = 34,2 N/mm? 
ЖЕ де АГ BU J X D ВЦ ТЕ JJ A 
c, = 68,8 N/mm? 
这 个 船 研 板 架 如 按 葡 叉 梁 系 用 第 七 章 的 惩 阵 法 计算 所 得 的 相应 结果 为 国 
0 аах = 0,298 СП} 
Cath = 48.4 N/mm? 
c, W = 95.0 N/mm: 
ВУИ, ЖЕНЕЛЕР ЭЖЕ КЛЕН ЖЕНЕ Л, EKATE, ИРАН 
目 不 是 很 多 ,所 以 两 种 计算 方法 的 差别 相当 天。 一般 的 计算 表明 , 船 底板 架 按 组 合板 计算 所 得 
ВЕЕР ХЕ И ЖЕНЯ ЕЕ, 30 一 各 站， 按 组 合板 计算 所 得 的 应 力 比 按 交 叉 滩 系 计 
算 记 得 的 应 力 约 小 15-20% 





© 图 9-28 中 单元 与 节点 号 码 殉 未 写 全 ， 
Ф 按 交 又 梁 系 计算 时 ， 纵 析 的 带 极 宽度 取 为 2 m, 勘 板 的 带 板 宽度 取 为 1 m, 
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3 в 


9.1 EPE, К 200 сш, Ж 60 ст, 1,2 сш, РИН 9 = 6,5 М/спи РАНЕЕ, Ж 
边 可 以 趋 近 (图 9,.1°)。 试 求 ; 

(а) ДАНКО ВЕНЕ À КЕ, 

hb》 者 板 在 长 边 还 受到 中 商 拉 应 力 18,8 N/mmt , AJ805888 МА, В АНУ Е ЖЕЙН 
同 , 求 出 其 值 。 

9.2 -- 个 由 简 形 弯曲 的 概 中 取出 的 讼 条 梁 , 两 端 自由 支持 在 刚性 支 寞 上 ,路 长 30 cm, HE 2,0 cm, 受 
到 均 布 荷 重 &=5NyAeams 及 外 加 中 而 拉 应 力 80 N/mm" 作用 (图 9. 全 )。 试 问 在 计算 此 板 条 荣 的 应 力 与 变形 
时 ,中 面 力 是 否 要 考虑 ?并 求 А ДНЕ À Е TREIEN 


B 
р; q 
т т 
+4 И А В 


图 省 ,二 图 9.2° 

9.3 一 矩形 板 ,长 边 自由 支持 ,5 = 200 cm БЕ ЫЛЕ, а = б0 cm Е Е =1,4 em, 板 上 的 荷 重 如 图 
9.3° 所 示 ,4 =13 М/сше,Т = 4750 N/cm, 试 求 

(а) HEB ABRE 
_ (5) 时 点 上 ,下 表面 的 应 力 。 
` 9.4 AEE А Е 0.6 cm ЕНЕНЕ 60 cm, 受 均 布 茶 重 8=10 N/cm, 两 端 自由 支持 。 
ERREGE АА ВЕ А НТО, ETEA ESEN Eh 

如 果 需 要 , 取 板 边 支撑 系数 K=- 0.5, 试 消 此 板 条 梁 的 最 大 找 度 与 应 力 。 

9.5 一 拨 四 膨 自由 支持 的 炬 形 板 , 沿 z = e 的 线 上 作用 有 单位 长 度 为 p 的 分 布 敬重 。 斌 作为 刚性 板 , 用 
НЕА. ФЕД. ИХ, 


























EE 


9.6 一 船体 板 如 图 9.5" s A РН ЖЕР, AAA ERE, = Д-р нн. НАА 
БОБИЕВ RRE ИШ a/b = тр 2, 

9.7 9,6” ПУШ. = 0 DBEAREN З Й Кут = аф = 0 ШИНЕ, y= b 35 
ВЕНЕ НЕ ВНЕ „ЕЕ ВНИИ Е АУУ 总 单位 长 度 )。 试 写 出 此 板 四 边 的 边界 条 件 。 
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219.5" a 9.6 

9.3 RAER, -对 边 刚 竹 固定 , 另 一 对 边 为 自由 支持 : 边 长 网 力 9. UE са, Ж ERK fs 
痊 重 9=5N/cm*, 查 表 计 算 必 设 最 大 找 安 与 应 力 ， 六 将 应 力 与 找 谱 与 比 板 作为 简 形 沦 曲 时 的 结果 作 比 较 。 
9.9 一 矩形 板 ,z=0z=0 及 y=0 三 边 为 自由 支持 岂 = 忆 的 一 边 全 自由 ， 版 上 并 没有 一 好 抗 杰 刚 魔 为 
ЕТ ЗЕН 9.89), КОЗИН СЛОЕВ), 用 过 效法 求解 比 板 时 应 如 何 取 生 函数 ?并 计算 出 基本 



































数 取 第 一 项 时 的 SF 答 a 





图 9.7” 图 9.8" 
9,9° 中 之 炬 形 板 ,1 边 弹 性 两 定 在 列 怕 支 宇 上 ,弹性 固定 单位 长 度 的 六 性 系数 为 g;2 jh Ë He 


9.10 图 

持 在 刚性 支 座 上 ,3 边 全 自由 考 边 自 由 支持 在 弹性 支 应 上 ,弹性 支 座 单 位 长 底 的 柔性 系数 为 A, 
(a) 写 出 此 和 酸 四 这 的 边界 条 件 ; 
(b) 写 出 一 个 满足 此 板 四 进位 移 边 界 件 的 基 瑞 数 ; 
(с) 写 出 此 只 弯曲 时 的 应 变 能 式 子 。 
9.11 ЕРИНО Q HE ABS ЛР. НИЕ. 
9.12 ЗШ ОТЕ, и) ді ЕЗЕР fE УКЕ ЗА 由 的 等 效 节点 力 的 计算 会 式 。 
9.13 用 有 限 元 法 上 机 计算 图 9.10" 中 之 矩形 县 展板 ABCD, 已 知 48 边 长 为 1.5m,，BC 边 长 为 


lm RB 1 бет, РИМЕ 9=1 М/сш®„ 


一 T 
A ° 7 р 
| 


f 
у 
BEAJ 6 9,10° 


9.14 如 图 9,10° ЛЕ В,С 两 点 加 以 刚性 支 座 ,其它 条 件 不 变 : 用 有 了 恨 元 法 ,上 本 计算 其 结果 。 
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第 十 章 “” 杆 及 板 的 稳定 性 


$101 Ж 


HHR Н, А ЕО, ҢЕЛ K| E E BEN P ERER Ж 
直线 平衡 状态 ， 此 时 若 稍微 给 什 一 个 干 拢 ， 杆 就 将 在 其 最 小 出 度 平 所 内 弯曲 《图 10-1 а), 
这 种 现 稼 叫做 枉 件 “ 形 尖 了 和 夏 定 性 ”， 或 简称 “和 失 稳 ?， 又 称 “ 届 曲 ”(buckling)。 杆 件 拓 
稀 时 相应 的 压 方 明 做 标的 “临界 力 ”。 标 件 失 稳 后 兰 压 力 继续 增加 则 弯曲 将 迅速 增 大 直至 本 
Ж 





(с) 


10-1 


FEE, АЛОЕ ЕНУ АСЕ. RH, АЗЕ 
就 可 能 有 拓 稳 现象 发 生 。 图 10-1(b) 和 (c) 中 的 蜀 架 和 板 架 就 是 这 种 例子 ， 图 中 的 刚 架 因 竖 
杆 受 压 失 稳 并 导致 整个 刚 架 变形 ,叫做 刚 架 失 去 了 稳定 性 ; 板 哥 因 其 中 一 根 杆 受 压 失 稳 而 导致 
ЛА, HIRERE T HETE 

图 10-2 3—20 г HE fE R] RRS ho h TESH EREE, MARERA 
TERN F ЖА NAS I 2: 2E | 18] ЗОВ ИЗА, RERET А E 
性 *。 

除了 .上 述 的 杆 性 和 柱 系 的 失 称 现象 以 外 ,承受 中 面 不 力 或 前 力 的 平板 ， 当 压力 或 剪 力 大 
到 一 定 程度 时 板 亦 不 能 保持 它 原来 时 平 面 平衡 状态 而 将 发 生 弯 曲 ， 叫 做 酸 失 去 稳定 性 又 称 平 

Ж “Зи” (В 10-3). 


(а) 5% 











E 10-2 图 10-3 
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ЖИК РИТ ЛЗ Е ЛОЖА, ВТ НИАЗ ТЕЛ Г ЖЖ: РК, ЕДА 5] dH w by BE 
RMR ЖЕНЫ. REDE HPI, SAPI BP ЭП НК ЗА У p ЖЕ 7], ТЕЛЕЕ № 
ПАР ЖГНЕ N 8, 

HE ЕН ЕЛЕ ЕН 26 33828, AEE T НН ТЕ ШШЕ ИЛЕ, ИЕШЕ 
йй, ИНН В 2834814848 X 888 TAE НЕ НЕЛЕ 488. БТЗ E ЯНВ Е Е 
问题 ， 除 了 各 种 支柱 外 ， 主 要 是 讨论 甲板 租 架 和 甲板 板 的 稳定 性 问题 。 到 日 前 为 止 ， 忆 省 不 
少 由 于 甲 检 结构 失 稳 而 引起 船舶 玻 坏 的 实例 ， 因 此 研究 稳定 性 问题 对 保证 船体 强度 有 十 分 恒 
要 的 意义 。 近 年 来 , 随 着 造船 中 高 强度 钢 的 应 用 ,使 得 构件 断面 的 尺寸 可 以 减 小 ， 而 失 稳 的 可 
能 性 就 增 大 ， 于 是 保证 这 种 高 强度 钢 构 件 的 稳定 性 也 就 显得 更 加 重要 。 

研究 结 攀 的 稳定 性 就 是 要 求 出 结构 的 临界 压 力 或 临界 荷 重 ， 临 界 荷 重 取决 于 顷 构 的 尺 
寸 、 形 式 和 材料 ,有 是 一 个 结构 的 固有 值 , 将 临界 俗 重 与 结构 实际 的 工作 菏 重 相 比 ， 就 可 以 判断 
结构 是 否 会 失 稳 。 

临界 荷 重 是 结构 处 于 临界 状态 的 荷 重 。 要 判别 一 个 结构 是 否 人 处 于 临界 状态 ， 我 们 需要 给 
结构 一 个 微小 的 仿 移 (或 干扰 ); 如 果 结 构 在 偏 移 位 置 不 能 平衡 而 要 回 到 原 处 ， 则 结构 原来 的 
平衡 位 置 是 稳 定 的 ， 相 应 的 荷 重 必 小 于 临界 荷 重 ， 如果 结构 在 偏 移 位 置 不 能 平衡 但 不 复原 而 
有 继续 加 大 变形 的 倾向 ， 则 结构 原来 的 平衡 位 置 是 不 稳定 的 ， 相 应 的 结构 蔡 重 必 大 干 临界 茶 
重 ， 如 果 结 构 在 偏 移 位 置 能 保持 平衡 ， 则 缚 构 原 来 的 平衡 位 置 是 中 性 的 ， 此 时 结构 的 荷 重 就 
等 于 临界 蓓 事 。 因 此 结构 的 中 性 平 稀 位置 就 是 结构 的 临界 状态 ， 中 性 平衡 位 置 相应 的 荷 重 就 
ЖИ. 

Е.И, ВАЛЕЕВ НЕ ЕТЕП] J Я ЕЕК РШЕ АБ, НХ 
得 小 伪 移 时 的 平衡 状态 ,满足 此 条 件 的 最 小 荷 重 即 为 临界 荷 重 。 

本 章 主 要 研究 杆 系 和 和 矩形 平板 的 稳定 性 问题 ， 单 跨 压 杆 的 稳定 性 将 在 材料 力学 的 基础 上 
作 简单 介绍 。 














$10-2 单 跨 杆 的 稳定 性 


1。 和 解析 法 
对 于 单 跨 的 等 断面 压 杆 ， 措 述 小 变形 平衡 状态 的 中 性 平衡 微分 方程 式 可 由 梁 的 复杂 弯曲 
微分 方程 式 导 得 。 由 第 二 章 上 2-5 中 的 复 热 次 曲 微分 方程 式 ( 轴 向 压力 时 ) ЕГО” + Ту” = ЧФ, 
> g = 0 В 
El + Tu! = 0 (10-1) 
此 式 代 表 了 杆 件 在 压力 作用 下 的 弯曲 平衡 条 件 ， 就 是 压 杆 前 中 性 平衡 微分 方程 式 。 
在 82-5 中 已 得 出 齐 次 微分 方程 式 {10-1) 的 解 为 
u= C, + C ,kea + C, cos ka + С, sin kz (10-2) 
式 中 


了 
k= r (10-3) 


C. С,, C;, Cs 为 积分 常数 。 将 (10-2) 式 代 入 丁 件 两 端的 边界 条 件 即 可 凡 出 杆 件 的 临界 
Ho 





Ф ЖЕҢИТЕНШРПЕЛИ ТУЖ Т*, 
—239— 











Ж ЖЕШ РИЦ ЖЕРГ (E 10-4)， 在 图 示 的 坐标 系统 下 ， 有 边界 条 性 为 
=ОМЕЕРЩ, р=р/ =) 
iQ (0-0 代入 此 边界 条 什 中 得 ， г 
С,=С,= 0 E 一 人 一 人 人 * 
О (10-4) р | 
Cak? sin = 0 A 
Ша БРС, 与 C, ЖИН Ж Ж | | ñ 
(BD H ñ С, СТИ (与 ° 
С. 同时 为 零 ,2=0， 这 相应 丁丁 什 药 更 
线 平衡 状态 ,不 是 我 们 需要 的 小 倘 移 时 的 平衡 状态 }; 所 以 只 有 式 (10- 人 中 С, 5 C, 的 系数 组 
成 的 行列 式 为 替 , 这 个 条 件 给 出 : 


图 10-4 





ki sinkl 
о Ат 
ИТ, 44 
Ап ЕЁ = 0a sin ki = 


HETTA 
Ар = ит 
式 中 н 为 正 整 数 , 即 B= 1,2319 将 ki = мт 代入 公式 (10-3) ,得 
T=- ur) El 


这 个 结果 告诉 我 们 ， 满 足 中 性 平衡 状态 的 座 力 在 理 论 上 有 许多 个 《相应 于 n=l, 2,370 
的 情况)。 由 于 实际 上 所 话 的 临 窒 力 是 共 中 股 小 的 一 个 ,因此 将 %= 1 伏 入 上 式 , 即 得 两 端 自由 
支持 等 断面 诗 杆 的 临界 为 为 


2 
Ть= ы (10—5) 





以 上 结果 首先 由 欧 拉 (上 .Euler) 导 得 , 故 所 得 的 临界 力 又 称 为 “ 欧 搁 力 ”》, 用 T s 表示 。 
下 面 将 要 讲 到 ,今后 我 们 将 把 欧 拉力 理解 为 压 柱 在 弹性 范围 内 失 稳 的 临界 力 。 

由 于 压 杆 的 微分 方程 式 (10-1) 是 齐 次 的 ， 因 此 挠 基线 的 非 零 解 只 对 茶 一 参数 的 几 个 确定 
的 离散 值 而 存在 。 使 非 零 解 存在 的 参数 位 称 为 “特征 值 ”(eignevalue) ， 所 以 压 杆 的 稳定 性 
间 题 是 一 个 求 特征 值 前 问题 ,在 特征 昔 问 题 中 只 能 确定 挠 其 线 的 形状 ,不 能 确定 其 幅 值 。 对 记 
БЕИШЕН, kisar В, (10-4) ИВ С. =0, С, е0, ХЕНИТРА (10-56) 的 欧 拉力 
时 ,村 件 的 弯曲 形状 为 

v= C, sin 

у 1920 0, 

РН ЭИА ИИ А ЗОНЕ, ГАН Я ЕЛЕП НУУ, ЕКЕ 
一 一 推导 。 在 表 10-1 中 给 出 了 几 种 常见 固定 情况 的 压 杆 的 欧 拉 力 。 其 他 情况 的 单 跨 正 杆 的 
欧 拉 力 可 查阅 参考 书 [2] 或 [11], 页 为 广泛 的 情形 可 参阅 人 参考 书 [26]。 

由 所 得 的 结 打 的 可 知 单 路 杆 的 殉 裕 为 不论 杆 的 国定 刁 说 如 何 ， 一 简 均 可 用 一 5% Жл 
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为 Ts. = ToD (10-6) 
Ж 10-1 
№. ЕННННВНЕХД K Я 3 
—-—- ! 一 一 一 =... __ 
= д? БЇ 
1 | ——— | | г 
1 
| 2E 
2 Ы———- | == 
i ! 20.16 ЕГ 
‚| — эри 
-一 ---- 一 — —— w 一 : 一 一 -一 一 一 
| 251 
| + 








式 中 в ЖЕНЯ ASKR” “ЯК” „ВЕНЕ ЕЕ Ех ПАРЕ, th 
就 是 失 稳 时 夺 件 变形 曲线 中 反 曲 点 间 的 长 度 。 并 且 ， 在 杆 件 长 度 与 断面 均 相 同 的 条 件 下 ， 杆 
端的 约束 越 大 , 即 两 端的 固定 程度 越 大 , 则 欧 拉 旋 亦 越 大 。 这 里 所 指 的 约束 大 小 是 指 ， 
全 自由 (没有 约束 )<< 自 由 支持 < 之 刚性 章 定 (约束 最 大 ) 
由 于 这 个 原因 , 记 以 我 们 在 处 理 实际 结构 的 稳定 性 问题 时 ,如 果 杆 端 的 而 定 情况 不 清 或 无 





法 准确 决定 ,通常 都 假定 杆 端 为 


2。 能 量 法 














自用 支持 ,这 样 算出 米 的 欧 拉 力 最 小 ,误差 偏 于 安全 。 


于 杆 的 中 性 平衡 条 他 同样 可 以 用 虚 位 移 原理 来 描述 。 设 杆 件 在 中 性 平衡 时 有 小 偏 移 (Q 


А, д, 





AÉ 


х 


[9 10-5 


В væ), ЯМ oi) 开始 再 给 以 姑 位 
移 душу, Теа, 
НОТ =ó W, ИУ № № 
HE, № У ЕЕ ВИН И. 
团 的 应 变 能 (参看 图 10-5), ЕВ 


у 


| Ereda (10-7) 
= Jo 


bW ЖЕН ue, W 为 枉 件 自 
ЛИН ИЕР, jÉ 
ЕЕ НЕ ЕН (ш) 时 相对 靠 
HT 2,0 W =ТА, 这 里 ,由 于 在 发 


全 4 过 程 中 外 汶 于 不 变化 , 直 计 算 功 时 不 加 素数 172， 显 然 此 外 力 劲 藤 等 РЖИ. 
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根据 图 10-5 中 的 几何 关系 ,可 得 
d A= de(1- соб) = 2 апе. 
334248 0 НЕЕ sin? 0/2) = (09/25 sk d A= 0242/2, Bl 
Ë 1 : 12 
4=| 44= 3 |? dz 
从 而 外 力 功 W RHEU A 
r Fr 1 р "р 
W=U= | т» dz 


ЖИ ЫЎ {Ө В ИН пу 8 1K y 
&(V-U)=0 о 017-0 
АР ИЮ. uB, КИЕ ЕНЕН РЕ] ТУ НЕ aE (B ЛД s, 


(10-8) 


(10-9) 


应 用 (0-9 式 只 体 求 解 临界 力 时 ,可 仍 采用 李 兹 法 来 做 , 即 首先 假定 一 个 满足 杆 端 位 移 边 


ЯН ЖЖ: 
vE) = У\а„ф„(Ф) 


EE ze) 四 公式 (10-7) 与 (10-8) 算 出 了 与 也 ,代入 (10-9) 式 中 得 方程 式 组 ， 





ETRE. WATE 10-4 中 的 两 端 自 由 支持 的 压 杆 , 取 
viz) = а,” 


后 代入 (10-7) 与 (10-8) 式 中 可 得 





代入 《10-10) 式 中 得 


вии т ео, asno 
На, АЕ, МИРА: И — 4 n 8 BJ, 使 


gr y -T(E) = a 

ЉОН Тя Тв = ЕЈР, у 

与 解析 法 比较 ， 能 量 法 的 优点 是 能 方便 地 解决 变 断 
御 压 杆 或 压力 菏 丁 长 变化 的 人 情况， 因此 在 实用 上 应 用 上 幅 
г. ТИТ. 

BJ 试 求 图 10-6°РЛЕРРИРЕ НЕДЕ НТ {у 77 О 
qas 

# ”根据 图 10-6 中 的 航标 ,第 一 次 近似 时 可 取 





ҳа) = a, (1 а св 27) 
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图 10-6 


(10-10) 





将 它 代 入 (10-7) 式 中 ,得 变形 能 ， 


1 Tt оле, ЕТ, 
= -7 EI (ords = Erf a( yr) со -ydes Та 


ВЖИ Та) = 4({— zy 2 (16—83), 00 Ж: 





-1 i 一 „= _ q : _ 2 x С a TT 
U= 2 faa zy" dz = h [а al í Sr) sin 592 
_ q / m i\e 
= 2 ( 16874 )а 
ЖА (10-10), 8 
EI п? 1 _ 
а, k -4(-16 - 1)|=6 
уа, #0, WR 
І 
qs = 8,20824- 


Ж з Б И ЖЛЕ ЖАННИ ак =7,837 EIP ЖЕ, ВЕБ. 9. ШЕЯ 精确 
度 ,可 作 二 次 近似 , 即 2(2) 取 两 项 级 数 ; 





引入) = a, (1- сов 27) на (1-0 r: ) 

Яо), ШШ ИЖ НИ а» =7.875 EL P RENA 0.6%. EA ERRA. 

上 面 的 例子 告诉 我 们 , w HE ВИ ow) НЕТ ЕН, Я, 
正确 的 (ay B AS RUB НТ, ЖЕК n ДЖ ВО ОА 7, ОРКИ ЕЕ, 

出 于 正确 的 zz} 形状 将 是 杆 件 偏 移 到 这 个 位 置 所 化 能 量 最 少 的 形状 , 或 是 最 容易 达到 的 
形状 。 因 此 车 2{2) 不 是 真实 的 形状 ,相应 的 茶 重 一 定 要 比 真 实 共 重要 大 。 这 就 使 得 能 量 法 求 
出 的 临界 荷 重 偏 大 ,误差 售 十 危险 ,这 是 能 量 法 的 一 个 缺点 。 

3。 非 弹性 稳定 性 

以 上 自 解析 法 或 能 量 法 所 得 到 的 均 是 和 材料 在 弹性 范围 内 的 结 采 。 事 实 上 压 什 在 失 稳 时 材 
料 可 能 已 超过 弹性 范围 ， 光 且 实 践 表 了 明 超 过 弹性 范围 时 失 稳 的 广远 小 于 前 夯 所 得 前 理论 欧 起 
力 , 为 此 就 有 必要 来 寻求 超过 弹性 范围 时 压 轩 失 稳 的 帮 , 即 研究 压 丁 的 非 弹性 稳定 体 阿 题 。 在 
造船 界 中 ,通常 把 杆 样 在 弹性 范围 外 失 稳 的 力 叶 做 痢 界 力 , 以 区 别 于 站 弹性 范围 内 失 稳 的 欧 拉 
Жо 
庄 杆 的 非 弹 性 稳定 性 问题 可 以 用 实验 或 理论 分 析 方 法 来 解决 。 实 验方 法 就 是 通过 不 同村 
料 和 凡 度 的 于 杆 稳 定性 试验 得 出 :条 笑 稳 簿 力 与 杆 件 尺 诬 间 的 关系 曲线 。 在 一 般 工 程 结 入 
H, РНР AREE А ДВЕ, КРУ DAER, ME 10-7 所 示 ， 称 为 “ 柱 
FHA” (column curve), IRRE EA 





4= 一 ， "= (10-11) 
ҮР r ЖК Ее, А 为 杆 断 面 的 面积 。 对 于 两 端 自由 支持 的 压 杆 4 与 理论 欧 拉 应 


Л ес„=Ть/А=тп%ЕТ/ (АРВ 2: S 35 
wE 


ов= (10-12) 


— 243 — 


柱子 曲线 可 分 为 两 部 和 分; 当 处 较 大 时 , 杆 件 细 而 长 ， 这 时 失 稳 的 压力 不 会 超过 弹性 范围 ， 
因此 曲线 与 欧 控 公式 (10-12) МЕ, М 10-7 中 的 BC 代表 这 个 部 分 ， 是 一 条 双 曲 
线 ， 称 为 欧 拉 双 曲 级 ， 当 4 较 小 时 , 杆 件 短 而 粗 , 尖 稳 时 材料 已 超过 弹性 范围 , 即 图 10-7 中 的 
АВ 625. 4 À 相当 小 时 压 丁 不 会 因 失 稳 而 破坏 ,而 是 强度 破坏 , 故 相应 的 破坏 诬 力 为 导 服 应 
力 0y。 对 于 一 般 屈服 应 力 为 210 Njmm 的 钢材 , 区 浏 弹 性 与 非 弹 性 兴 攻 的 季度 入 完 100, 它 
对 应 的 应 力 为 材料 的 比例 家 限 op。 谷 入 材料 的 柱 闻 曲线 可 由 -一 艇 的 工程 结 多 手册 中 查 得 名 。 














图 10-7 Е 10-8 


ЧЕ ЕЖЕ ИИ ЖЕ AA A AJLA, НН ВА ERRE” ©, MATE 16 
处 理 非 弹性 稳定 的 问题 时 仅 需 将 弹性 范围 公式 中 的 弹性 模 数 已 用 非 阐 性 阶段 应 力 - 应 变 曲线 
的 切线 斜率 五 ,=do/de ЖЖ 10-8), В E, 称 为 材料 的 “切线 模 数 ”。 于 是 ， 对 于 两 端 
自 册 支持 的 压 杆 ,有 临界 应 力 的 公式 为 

а= СТ a (10-13) 

这 个 计算 公式 与 材料 的 应 力 - 应 变 曲 线 o = oe АЕА ЭЕ РУ JJ АЖИ 法 
ЯН о = o(e) 曲线 上 依次 找 出 不 同 о 值 相应 的 五 ,, 再 代入 (10-13)? 式 中 求 出 对 应 的 4 最 后 
ГИНЕ 10-7 形式 的 柱子 曲线 以 供应 用 。 

按 这 个 方法 计算 临界 应 力 ， 对 于 一 定 的 和 材料， 必须 具备 诬 力 应变 曲 线 。 进 一 步 研 究 发 
现 ,一 般 钢材 按 切 线 模 数 公式 得 到 的 福子 曲线 的 AB E: (El 10-7) 可 用 二 次 抛 牺 线 作 较 好 的 趋 
近 , 即 我 们 可 假设 曲线 AB 的 方程 式 为 

Fear =2- ВА? 
式 中 系数 2,6 可 根据 下 列 条 件 求 得 
А= 0, Go: = 0 A= Ap BF, бе, Е o, 

此 处 о, 为 比重 极限 ,并 县 25 = х®Е/о», 出 此 可 解 得 








й=о,, ф= LOCLE 
ШИР 
Ta = y = Фо, о). д (10-14) 




















O 在 般 船 刍 构 计算 中 ,还 一些 其 他 形式 的 临界 应 为 曲线 , 见 [2]，[tt]， 但 在 工程 中 最 通用 的 还 是 “竹子 曲线 "。 
© ПАНЕ {了 .Engessor) 提 出 ,分 析 家 上 按 此 型 论 求 得 的 临界 力 是 最 接近 十 三 弹 住 压 放 所 能 承受 芍 


КН, ие]. 
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或 利用 公式 (10-I2) 后 得 


о,,=0,- 00:9). (10-15) 
у Ск 


这 样 ,只 要 知道 材料 的 pyycs № Е, Вар 010-14) 34010-15) 算出 临界 应 力 。 

在 实际 材料 中 ，0% 与 о, 的 数值 往往 在 一 定 范围 内 变化 ， 因 此 以 上 公式 中 应 选取 0 与 
с, 数 信 出 现 菇 率 所 求 得 的 可 能 最 小 信 。 目 前 实用 上 就 取 oo=0y/2, 这 样 代入 《10-14) Ж 
(10-15) 中 分 别 得 








ro (10-16) 
或 
с.=0,(1- 12-) (10-17) 
在 以 后 的 分 析 中 , НЫ E, А Е EE ATS p 表示 ， 即 
p- r> (10-18) 
Н 30610-13) 9 42 = pE T, {КАД (10—14) Я 
p= ыы - (10-19) 


Я p 值 取决 于 ое, Mica 0, H, ф= 1 Же. Ty №], @=0. Жо, =0,/2 ВТ, 由 上 式 
Р , 
p= 008 9600 (10-20) 
在 本 书 附 录 下 中 对 о, = 240 N/mm 和 оу = 400 N/mm 的 钢材 分 别 按 公式 (10-16) 作 出 
了 柱子 曲线 ,并 按 公式 (10-20) HAT p 的 表格 ,可 供 实际 计算 时 应 用 。 


$10-3 多 跨 杆 的 稳定 性 

本 节 开 始 研 究 杆 系 的 稳定 性 问题 。 先 讨论 多 跨 连 续 压 村 。 

注 船 体 结构 中 的 多 路 压 杆 可 分 为 两 种 :一 种 是 中 同 支 座 是 刚性 的 , 另 一 种 是 中 间 支 座 是 弹 
性 的 。 当 船体 中 甲板 纵 骨 在 横梁 之 问 受 压 失 稳 时 ， 四 板 纵 骨 就 是 在 刚性 支 座 十 的 连续 压 杆 ， 
此 时 横 染 为 甲板 级 肯 的 刚性 支 床 ; 如 朵 整个 甲 伍 板 架 拓 稳 , 则 维 骨 将 成 为 在 中 间 弹 性 支 床上 的 
连续 压 杆 ， 此 时 烧 梁 成 了 甲板 纵 骨 的 弹性 支 座 。 下 面 我 们 就 分 别 来 研究 这 两 种 连续 压 杆 的 稳 
定性 问题 。 

1. 在 刚性 支 座 上 连续 压 杆 的 稳定 性 

在 刚性 支 座 土 连续 压 标 的 稳定 性 计算 可 以 用 力 法 米 进 行 。 我 们 先 以 最 简单 的 双 跨 盾 来 说 








明 。 





考虑 图 10-9 中 所 示 的 等 断 而 双 跨 杆 , 设 此 杆 在 辅 向 压力 作用 下 处 于 中 证 平衡 状态 。 为 此 
给 此 双 跨 杆 以 小 储 物 〈 印 使 持 在 某 种 干扰 下 发 生 弯 曲 ) ， 研 究 杆 在 弯曲 情况 下 的 中 性 平衡 条 
件 , 即 可 求 出 杆 的 欧 拉力 。 | 
ЖЕРЕ ipa ik УГ ЛЕО ЈА. MERIR РА OPEP, ЭШЕН 
ВИ (МР 10-10), 则 由 AFE — ВЕЕРА N k SP 86805 , ИҢЕ РГЕ Я 35 p 3 d: 
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用 力 法 解 连续 梁 的 原理 :- 样 , 用 转角 连续 方程 式 米 保证 两 段 杆 的 变形 连续 。 








т—3 | т т! 
і, h ды | H-t T 
[10-9 0110-20 





注意 到 目前 切 开 后 的 杜 0-1 与 1-2 EEAS М ЗР МНЕ T ARASA 15, 
所 以 支 座 1 断面 的 转角 连续 方程 式 可 按 第 二 音 $ 2-5 КЗК В 6 В -2 中 的 公式 写作 个 ，; 


к pran) = в: (10-21) 


式 中 
enna 8 y1 1 АТ. „= уз Те 
$: (8) = ви (Эн - 21), а= J = о УТЕГ (10-22) 


由 于 М 50, 故 方程 式 (10-21) 给 出 
фт (м) = -Ьфї(и,) 
ХИ ии = lat Л, М 
#1081) = -Ji (m) (10-23) 
这 个 方程 式 中 仅 包 括 и, MA Т, WW Jr т, 
其 中 最 小 一 个 机 и, 记 对 应 的 轴 向 力 就 十 所 需 的 欧 拉 
Л» 

一 般 情 访 下 求解 方程 式 (10-23) 是 比较 朵 难 的 ， 
НИР ЕЮ И, ЖИЛ 
Ei ИЕ ЖШ. Himi = 21, № 
有 
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роц) = - 20102 u) (10-24) 

ЗБ u, ЙАА}, Mi 0100) 291 
(201), ВЕК C Е (10-24) СУ, ЗЕ ERENER ЧЕ, ДАН н, = 0.965, 46 
№{10-22) рН АЕ TR {у A 

Т, = ЕТ _ 3.12 Ë = 4:88 Е] 
1 1 Рі 
=, ОГ (10—23) EAH 
01001) = (и) 
ХЕ, ШЕП ЕИ ЕП и, ДУАН и, = п/а, FERR BEES SPSS DOK ФУ 2028 
т,-_@ ЕТ _ п®ЕГ 


й I 


8410-11 








п Е: 


Ф 这 里 , RART u ЕЛ е Т, 
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(1) МАН, НЕЕ А: 
= >T,> м 

即 欧 拉力 小 于 跨度 为 上 МЕНЕЕ КДУ J BATERA L, ААА SEHK iy Rki 
力 是 在 两 今 跨 度 作为 单独 压 秆 的 欧 拉力 之 间 。 

(2) 二 坊 = 玉 时 ， 双 跨 压 村 的 殉 泣 力 和 每 一 个 路 度 单独 的 欧 拉 力 一 样 。 这 个 结果 可 以 这 
祥 来 解释 :出 下 所 论 的 双 跨 压 杆 在 失 稳 时 的 变形 形状 必然 是 反对 称 于 中 间 支 座 , 因 此 变形 曲线 
在 中 间 支 座 处 必然 是 一 个 反 辫 点, 即 w= б„ НР М = Его”, 所 以 在 中 间 支 座 源 面 的 夸 
赋 为 零 。 因 玫 如 果 我 们 将 此 双 路 村 在 中 间 支 座 断 面 切 开 时 ， 所 切 的 斯 面 将 没有 弯 矩 出 现 ， 这 
样 , 双 器 杯 可 分 成 两 根 情况 完全 相同 的 画 端 月 由 支持 的 单 跨 压 杆 ( 兄 图 10-12), 显然 其 区 拉力 
就 等 于 MEIR, 


T Тт r T T 
Т, P = И: р 


910-12 


АС ГЕР ЗЕЯ 下村， 只 要 其 每 个 路 度 是 等 间距 、 等 斯 面 的 ， 并 且 
РУЗ: HERR, НКР, УЖ МН МК, BBT, = 
EIP, wiki К. 

船体 结构 中 的 级 骨 大 都 可 认为 是 属 王 这 种 情形 ， 因 此 在 计算 这 种 织 骨 的 殉 拉 广电 就 可 以 
把 它 当 作 是 西端 自 田 支持 的 单 跨 杆 来 考虑 。 

以 上 的 计算 结果 均 认 为 压 丁 在 天 稳 时 材料 没有 超过 弹性 范围 ， 如 果 失 稳 时 材料 超过 了 弹 
性 范围 , 则 接 上 节 中 介绍 的 切线 模 数 理论 ,只 要 将 所 得 公式 中 的 弹性 模 数 ЕН Е, 代 
蔡 就 可 以 得 到 恪 界 方 。 

2. 在 中 间 弹 性 支 座 上 连续 压 杆 的 稳定 性 

凡 前 面 的 情形 相仿 ， 在 中 间 弹 性 支 座 上 连续 压 村 的 稳定 性 亦 可 以 用 力 法 建立 方程 式 来 解 
次 。 我 们 先 仍 以 最 篇 单 的 情况 一 一 -网 10-13 中 的 两 端 月 由 支持 ， 中 间 有 一 个 弹性 支 座 的 等 断 
面 等 跨度 的 双 跨 本 来 研究 。 

对 于 这 种 双 跨 杆 ,研究 证 明 它 在 中 性 半 衡 时 可 能 有 两 种 夸 曲 形状 :第 一 种 是 变 曲 时 为 两 个 
PEER, НРК Е ЛЕ, mA 10-13 中 的 曲线 1 所 示 # 第 二 种 是 诸 曲 时 为 一 个 半 
波形 ,此 时 中 间 支 座 发 生 移 动 , 如 图 10-13 rB i IB $Ë 2 所 示 。 由 于 第 一 种 情况 相当 于 中 间 支 座 
ха КИРЕСЕ, 所 以 村 的 欧 拉 力 就 等 二 并 了 AP。 下 面 我 们 就 来 研究 第 二 种 情况 的 欧 拉 力 ， 
面 杆 件 实际 的 欧 拉 为 应 为 相应 于 上 述 现 种 悄 况 中 欧 拉 为 中 之 小 者 。 


Г — 一 ` 
— - у^ д 一 
FTIT 
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ЗАЛЕ ЕЕН ЖЕК ЕЕ, EREHE ВЕ ГНИИ ЕН 
ХЕ, АПЕЕЙ 10-14 URAS ET. КИЙ ЕРЕ ЕР А НКА, РШ 
就 来 写 出 中 间 支 座 的 转角 连续 方程 式 与 中 间 支 座 的 位 移 与 支 座 力 之 间 的 关系 式 。 

先 写 出 中 间 支 座 的 转角 连续 方程 式 , 因 为 中 间 支 座 有 有 位 移 w 故此 方程 式 为 


E+ += M pra- s: (10-25) 
式 中 
А То - 
й= 2 Jir (10-26) 
PEPA ВЕНУ НИЕ K, kt 
R 
v=- (10—27) 


式 中 如 为 中 间 支 座 所 受到 的 力 , 可 分 别 计算 再 段 单 眉 粱 在 该 支 座 处 的 支 肥 力 后 三 加 求 得 
， sM Tv М Tw „M Те 
R= В+ и = ре ту - =2( r t r") 


代入 式 (10-27) ,得 








т} і 


КРТ (10-28) 
将 公式 (10-22) 中 的 区 (的 代入 式 (10-25) 中 ,再 将 式 (10-28) 电 的 压力 全 用 式 (10-26) Н 
的 # 代 换 掉 ,经 整理 后 即 可 得 到 下 面 两 个 方 积 式 ， 


ЕТ [x (ir rru 站 т ü | 


(1 10 j 











2M s вы! к) (10—29) 
在 这 个 联 立 方程 式 中 ,由 于 М 与 2 本 能 同时 为 雷 ， 所 以 它们 的 系数 的 行列 式 要 等 于 零 ， 
R 
(ao) + |, 
| ОРО Сю 
将 此 行列 式 展 并， 并 化 入 后 可 得 
шие] 1- (2° ZAL (10-30) 


方程 式 (10-30) 可 用 图 解法 求解 , 见 图 10-15, MA MEH М teuk 2и p – (2 еа 
的 曲线 ,曲线 的 交点 的 坐标 即 为 所 求 的 根 。 

由 于 目前 弹性 支 庚 的 刚性 系数 没有 给 出 具体 数 信 ， 上 所 以 根 的 具体 数值 亦 不 能 确定 。 今 设 
方程 式 (10-30) 的 最 小 根 为 2 o MRAR 可 得 所 论 的 双 跨 杆 的 欧 拉 力 为 
_ QM EI 
- 20) 


Тв (10-31) 
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显然 ,出 225 HAUET ER: ER RER ЖК А ВТ ХНУ И K 们 ,我 们 总 可 以 求 得 
相应 的 2 值 ， 即 欧 拉力 Te 的 等 。 这 样 就 可 以 我 到 欧 拉力 Т» 与 弹性 支 座 刚性 系数 五 之 间 
HRK. HEARE, Ta Ш К 的 阐 如 而 加 大 ,下 面 是 其 三 种 情 说 ， 




















| ' 
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У си 
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(1) КАМЕ, mer, ИТ ЕГ/Й, ， 即 欧 拉 力 小 于 第 一 种 尖 稳 人 情形 的 欧 拉 
力 , 赦 双 跨 杆 失 稳 放 为 第 二 种 情况 。 

(2) м K АЯ К.Ш, 2щ=т, М Га = HEIE, JKHLYRESEFUNS в 
ИЛЕК У HR], ВИКИ НГЕ 2 a ЛЕП ЕН 38 — Bh. 

(D 4 КЪК, 2 ux, АЙ T |p PEP, КЫКЕ Rh RRE 拉 
力 。 所 以 这 个 铺 果 已 无 实际 意义 ,这 时 双 医 枉 将 按 第 一 种 情况 失格, 欧 拉力 为 Ts = ЕТ, 

以 上 的 结果 可 用 图 10~16 НЕЕ. ЕЕ 





= F =- -22- (10-32) 
КОЕК Л; ЛАД 
Ху (10-33) 
х1 


Е RENERE PRS ТИВ — АИА, В 了 = 2596 
ЗК, Вр у= 1. 

{Ж K. ИЕ £ ВЕНУ“ ВИНЕ”, 它 可 以 根据 2 wo т 的 条 件 ， 册 公式 (10-30) Ж 
得 ,其 情 为 





由 以 上 竟 分 析 可 知 ， 具 有 中 问 弹 性 文 座 连续 庄 杆 的 欧 拉 力 将 随 着 弹性 支 座 的 刚性 系数 并 
的 增加 而 增 大 , 但 当 K 达到 临界 刚 诬 下。 时 , 欧 拉力 将 保持 不 变 , 这 时 中 间 的 弹性 支 座 就 相当 
于 一 个 刚性 支 座 。 

如 果 连 续 村 的 跨度 不 止 蚜 个 ， 用 上 述 同 样 方法 可 及 求 出 欧 拉 力 ， 从 而 得 到 类 似 和 于 图 
10-16 的 草 线 和 结论 。 饮 如 三 个 跨度 的 连续 压 杆 拓 稳 时 就 有 图 10-17 中 所 示 的 三 种 情况 ,有 图 


一 249 一 














10-18 ТЛЕ 2, Е НЕ АЕ ЯР ШШ ЖШШЕ ТЕЕ, НАНА 


К.= 0.302 8 








10-17 [10-18 


由 图 10-18 可 以 看 出 ， 理 论 上 说 对 应 于 某 一 个 弹性 过 座 的 刚度 下 值 ， 即 对 应 于 图 中 某 
ФАА, АЖЕ ЛА 的 值 , 即 有 不 止 一 个 欧 拉 力 的 值 。 但 由 于 我 们 实际 所 希 的 欧 拉 
力 是 所 有 解 中 的 最 小 一 个 值 ， 所 以 我 们 始终 取 其 中 的 最 小 的 一 个 ， 即 始终 用 图 中 的 实 线 部 
分 。 

Я ШИНЕ, ал = 800 mm, = 26.7 х10* mm, # RL: 8, 
E= 2x 10° N/mm:, 

(1) 如 果 中 间 弹 性 支 座 的 刚性 系数 К - 4.8 БИГ, ЖАНР? 

(2) 如 果 给 定 欧 拉 力 了 zs= 300 kN, 求 必需 的 弹性 支 座 的 刚性 系数 要 多 少 ? 

N (1) 报 据 已 知 的 五 值 ,可 由 公式 (10-33) 算 出 系数 А, 为 


К n ALBEI P 4-8 оз 
RI В ЕТ 20.0 


于 是 由 图 10-18, 可 查 得 当 Xi = 0.05 有 时 ，4=0,48, 再 由 公式 (10-32) 得 





z 5 & 
Ts = AT,= 0.4827 0, 48-2-8722 хх 26.7 x 10* 





= 0,48 х 823528 = 395,3 ЕМ 
(2) 当 给 定 Тк = 300 КМ 时 ,可 算得 


Ts Т» 300000 


4= зр WET = 828528 =0.364 
Ë 





仍 由 图 10-18 , 当 A= 0.364 В}, Нм Х,=0.035, ДЕЛЕГА PE Ж ЛЕГИ EE ВО 


EJ х2х10°®х26,7 x10 
к- ЕР х, - 97x2 10x 26,7 10 x0.035=354 N/mm 


在 附录 心中 , 列 册 了 各 种 不 同 路 度 的 连续 压 杆 的 欧 这 力 计算 赐 线 ， 可 供 计算 时 应 用 。 
这 种 连续 在 杆 在 弹性 范围 以 外 失 稳 时 的 临界 力 计算 将 在 下 节 中 讨论 。 
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$ 10-4 甲板 板 架 的 稳定 性 


诛 稳 定性 问题 中 所 谓 甲 梳 居 架 通常 是 指 由 甲板 纵 骨 与 横梁 组 成 的 纵 上 骨架 式 般 的 甲 琶 板 
哥 旬 。 这 种 板 架 在 船体 总 弯曲 的 埠 应 力作 用 下 ， 有 可 能 整体 河和 稳 定性。 这 各 整体 性 的 失 稳 
是 不 多 许 的 。 强 在 驶 来 研究 这 种 甲板 板 架 的 临界 压 庭 力 的 计算 问题 。 

1。 简 单 甲板 板 架 稳定 性 的 解 

实际 斯 体 中 四 版 板 架 的 钳 构 形式 可 能 有 许多 种 ， 我 们 现在 只 眼 于 讨论 一 种 最 简单 的 情 

猩 :， 即 由 板 板 架 的 纵 骨 相同 并 且 是 等 间距 布 
Ж, РЖ НН; ЖЕНЕ Е 
Р HIS ISe ЈЕВ (К ЕЛА А а ER 
L 初步 计算 中 ， 大 都 可 采用 这 种 简单 板 架 的 计 
算 模型 。 
p : г 甲板 板 架 的 稳定 性 问题 和 前 节 中 所 述 的 
К K K 在 中 间 弹 性 支 座 上 人 连续 压 丁 的 稳定 性 问题 有 
密切 的 联系 。 我 们 党 以 一 个 特殊 情 沉 一 一 只 
10-19 有 一 根 纵 骨 的 情况 来 乔 《如 图 10-19), ША 
这 时 横梁 可 以 还 接 化 为 纵 骨 的 弹性 支 诬 ， 这 时 板 架 的 稳定 性 问题 就 化 成 了 在 弹性 支 座 上 连续 
的 稳定 性 问题 。 

现在 来 分 析 维 骨 不 止 一 根 的 情形 。 为 了 推导 公式 清楚 起见 ， 先 讨论 有 三 撒 纵 骨 的 甲板 板 
88 (如 图 10-20)。 对 于 这 种 要 他 ,机 据 物理 意义 来 判断 ,可 知 横梁 对 纵 肯 的 影响 仍 相当 于 中 间 
ЗАН: З АЕ, 问题 是 弹性 支 座 的 刚性 系数 不 容易 是 接 求 到 。 为 此 我 们 先进 行 下 面 的 分 析 后 青 来 
计算 弹性 支 座 的 刚性 系数 。 





























T=- е | 
可 pa т 
一 Жа) fr EA fr 
T— 一 人 (b) | 
j ' ШИШ i т „i —т 
— = L i $r ! ЗА l ДК 
一 一 L — Y o oT 1 
(a) . 
E] 10-20 





Brie WJ R 3828, H T ЗВ E ЮТ НО РАГА ОЛЕ Jp ЖЕҢИ СЕКЕ ЛЕП Ry k $ НЕ 
压 应 力 ), 在 这 种 压力 作用 下 ,甲板 板 架 类 稳 时 ,实践 和 理论 都 证 明 板 架 中 所 有 级 肯 前 弯曲 形状 
都 相同 。 这 样 , 如 时 我 们 允 板 扣 的 纵 骨 与 横梁 在 相交 点 分 开 并 加 上 和 相互 作用 的 车 点 力 , 织 骨 将 
具有 图 10-20(b) 中 的 情形 《横梁 的 计算 图 形 可 参看 图 10-21)}。 现 写 出 第 一 眼 织 骨 任意 一 点 





O 在 本 闻 最 后 将 指出 祝 骨 架 式 甲板 板 架 的 稳定 性 计算 问题 ， 
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БЕ HE: 
DP = p Ri + y R; + y Rir 
AE RP, ЮР, RP 分 别 为 第 一 根 维 骨 上 的 节点 反 力 Уш, Yan Yes 为 影响 系数 。 
同 理 可 写 出 第 三 根 纵 骨 与 第 三 根 纵 骨 任 一 点 的 找 度 为 
UP = y Къу + y. R 
ә = p RP + y. RI) + p, RE 
以 上 诸 式 中 的 影响 系数 与 纵 骨 所 受 前 压力 有 关 ，, 但 困 各 根 纵 骨 所 受 的 压力 相同 , 故 这 些 系数 不 
随 纵 肯 的 号 码 而 变化 。 
因为 voy = 1 
Җиз 8..8, 为 比例 常数 ,所 以 由 前 面 三 式 有 
RP: R P= 1: Bu: 0, 
RP: Вр: Кр = 1:8.18, 
Е: КР, К = 1:61: B, 
ЕВ НН РЕНН Bln r |o, 
有 了 这 个 结论 ， 就 可 以 来 计算 横 委 作为 纵 骨 弹性 支 座 的 刚性 系数 。 为 此 考 号 板 哥 中 任意 
一 根 横梁 (如 图 10-21)， 庚 上 受到 纵 骨 作用 的 三 
АЕ: Rü. Rü) RO (这 里 我 们 酷 去 了 R 
ATID. HFE AURRIEN, h TARR, 
有 RO= Re), g RO= pRO, 
暂时 先 讨 论 横 梁 琴 端 是 自由 实 持 的 情形 ， 查 
两 端 自由 支持 单 跨 浴 的 弯 员 要 床 表 ， 可 以 写 出 横 
ЖЕН ИИА: 
1 RUB: 5.5 ROB | 


Fe R21 JRODD 








09= 18 Е +з ЕТ 
a 11 ROR i ROB 
v= FET +i ЕТ 
Жип B 为 横梁 的 长 度 ; ГЕИ, 
我 们 现在 的 自 交 是 要 求 出 檬 滩 作 为 纵 肯 弹性 支 座 的 刚性 系数 。 根 据 弹 性 支 座 的 粮 念 ， 刚 
性 系数 应 为 视 梁 节点 力 与 相应 的 省 成 搅 度 之 比 , 即 
А RU Rü) 
Кү= 7209 › а= p) 
由 于 А0) = ВКО В, 29 = 200, не Еа К, 与 К, На, К, = K,= 其， 这 
W BE ВОЕН ЕЕЗ ИЕ НИН А, ЖЫ ERRAR (10-3045 
„пу 1 ROH ñ 5.5 RUB? pu) 
7-48 EI “зи ЕГ К (10—35) 
w 14 ROB 1 ROB ВКО 
P 534 Er * j Е К 


(10—54) 














© ”所 得 的 关系 是 满足 bd : wU: wD = 1: Bi: Bs УЕЗИНДЕ РЕЛГЕ АЖЫКЕ, ЗНАНИЕ 
弹性 支 麻 刚 性 系 数 均 相 同 的 结论 是 正确 的 ， 
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从 联 立 方程 式 (10-35) 中 消去 8, 即 可 得 到 一 个 只 包含 下 的 方程 式 如 下 : 


у В 1 14 /By 
(К) -El K+ бг CET) "° 
2,8 К 的 一 个 小 的 根 , 得 
К=24.3-1. 


ИХ В= 4, IEA ни, ЕС 
К =24,3 FA x 46 = 97.2 EI = д 

这 样 ， 我 们 就 求 出 了 级 骨 的 中 间 弹 性 支 座 的 刚性 系数 。 并 且 册 以 上 半分 析 可 见 ， 对 于 每 
一 根 纵 肯 ， 其 所 有 的 弹性 支 座 蜀 性 系数 都 相 阿 ， 对 于 不 同 的 纵 骨 ， 其 弹性 支 座 的 刚性 系数 
也 都 相同 , 见 图 19-20(©). 

对 于 维 明 数 日 不 基于 的 其 他 情形 ， 用 寸 面 同样 的 方法 可 以 求 出 维 骨 的 弹性 支 座 的 刚性 系 
数 。 凑 卫 发 现 ,不 论 纵 骨 数 日 有 多 少 ,只 赣 雏 骨 是 等 间距 的 ,并 且 横 梁 两 端 是 自由 支持 的 , 划 记 

得 的 弹性 支 府 的 刚 作 系数 均 避 表示 为 








Eli 
K= л (10-395) 


式 中 2 为 纵 肖 的 间距 ， 

如 果 栅 梁 两 端 不 是 自由 支持 而 是 弹性 固定 
端 ， 则 亦 可 用 同样 方法 算出 弹性 安 座 的 刚性 系 
数 , 并 可 用 一 通 式 表示 如 下 : 

К = “Ёл (10-37) 
式 中 4 РН ЖИ ЗЫП ЫЙ КЕ ХЕ ЖЕНЕТ ЗУ 
РЕП Ж ЕЖЕ ЖОЛУУ а, а», 
лет э ЖЕЕ ЖИЕ БЛИН ШЕННЕ 
Жу. >, ЛІ, HES 10-22 中 的 上 曲线 查 出 上 的 



























































图 10-22 fi, 
= т т 
та ЕР 
l+ B 
» 1 | 
. 2 a, kI 
lt. 8 j 


BA у= D = 0 BD, = т, ЖИНА Н EE ДӘ 

ЖКТЕ ЕНДЕП ИРЕ Ski, T 贤 板 架 的 稳定 性 问题 就 成 了 在 弹性 支 座 上 连 统 
杆 的 稳定 性 问题 。 于 是 我 们 借 焉 于 附录 С Ч: КВ ВОТ ЖЕЕ БЫНА ЧЫ ЛЕГИ, 并 可 把 
甲板 板 如 的 欧 拉 力 计 算 公式 与 成 下 画 的 形式 ， 


ЕК 
K=p- у= f Q) (10-39) 
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Җи ЛО А ДРА К, ИРЕК БУ ЭРЕК Ж, РА] Эу 


р Т, _ T, _ бя 
= F, тЕ ` о, (10—40 
{= 
式 中 сь УК ТУ ЛУ М 
m= "А. (10-41) 


TRAR RID EEIE; А ЖЕ, / УЕ К, НИЖНИЕ, 
由 半 上 节 中 有 关系 式 (10-33)， 所 以 我 们 可 借 此 将 公式 (10-39) 改 写 为 目前 计算 甲板 板 架 
稳定 性 的 通用 形式 ; 
,El «Е 








K=p В" = 5 X (4) (10—42) 
或 
H ү Е 3b 1 _ 
хр (у Cp) ЖЗ (10-43) 


显然 ， 如 果 弹 作文 内 的 刚度 大 于 临界 刚度 , 即 К> Ко П, НЕКИЕ ТА 
对 作为 单 跨 杆 时 的 欧 拉 应 力 , 即 
Et 
ооо AP" 
м К< К.В, ЕЕ АНН ИК. 

ВР а S В Е Як ЕИ ЖЕНУ Я МИ, 可 根据 公式 (10-42) № 

ХА) = Х, ,mar 时 求 到 ,此 Х mar MEMA X, 的 值 , 因 此 有 
= 人 у(5-)-5 іХ mar (10-44) 
此 1, НУ ИТТЕ Е, 

由 此 可 知 , ЕЕЕ RA ER AEE T НН ДЕКАН PE, ПАНА 
РИТА УЕН Г, ШК ИЛ ИГЕ 3 S E EHA АЕ, 在 这 种 情 说 
下 ,要 提高 甲板 板 架 的 稳定 性 只 有 增 大 甲板 纵 崩 的 尺寸 。 

2， 非 弹性 稳定 性 问题 

以 上 公式 的 推导 都 是 假定 材料 是 在 弹性 范围 之 肉 的。 如 果实 际 板 翰 失 稳 时 ， 纵 骨 的 材料 
己 超过 了 弹性 范围 ， 则 根据 $10-2 中 基于 压 杆 非 弹性 稳定 性 的 分 析 , 我 们 需要 将 原来 公式 中 
的 纵 肯 的 弹性 模 数 忌 用 切线 模 数 E, ЕС ВЕЛ), ПЧ |P Ну 
(НИИ А. ИЕ, =ФЕ, AT p 为 修正 系数 ,所 以 将 前 而 公式 (10-42 )rh B Eí Hl 
pEi 绕 替 后, 即 得 材料 在 超过 弹性 范围 时 的 甲板 板 架 稳定 性 计算 公式 如 下 : 
































«(1л 
XDI (E) (в) g ; ( 10-45) 
相应 的 公式 (10-40) 羡 应 改 为 - - 
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А— er (10—46) 





或 中 о ВА 10-41 КК Я. 
ВЕ УКТА ТЕН АКН 
1.-(2)(5 У Xj; шах (10-47) 
以 上 公式 中 的 修正 系数 о НЯ 
的 性 质 有 关 ， 并 且 其 数值 直接 取决 于 
临界 应 力 Ce 的 大 小 。 因 此 实际 上 我 
们 无法 利用 公式 (10-45) 接 直 算 出 板 
架 的 临界 应 为 ， 而 具 能 用 “ 试 算法 ” 
才 行 。 下 面 通过 例题 来 说 明 计 算 的 
过 程 。 
з. ИШ 
用 简单 板 架 的 稳定 性 公式 计算 某 
ЖК ЕЙ ЕЖЕН Т 
10-28 应 力 (图 10-23)。 
ам L=24m, В=6,75щ, [=2,25т, 2=0.75 M; 
HR Jš = 22 mm; 
JVR 200 x 44 хтон, WE 7 = 27.36 10 mm’; 
连带 板 的 慑 性 矩 为 了 = 1230 x 10% mm’; 
ЖЕЛЕ ЛИЕ Еу Г = 45100 x 10! mm‘; 
Ж ЖТ Е Уо = 0, у= 0,25; 
甲板 的 材料 为 高 强度 钢 ，ay = 400 М/о, 
М ”我 们 应 用 公式 (10-45) 来 计算 甲板 板 架 的 临界 应 力 ,为 此 先 算出 系数 产 ， 因 横梁 两 端 
的 相当 固定 系数 为 mp =0Жт.=0.25, ЯН Е 10-22 可 得 p= 3,24, 
然后 ， 把 已 知 数据 全 部 代入 式 (10-45) 的 右 喘 ,得 
pX, (A) = 4,51 х10* (2-25 ) y-a зто = 0,0518 (10-48) 
У (10-4) Н o КИҢ. 
z ч x Б 了 
КРЕС = re 7X EP = 857,5 N/mm? 
于 是 可 假定 一 系列 临界 应 为 Ce КИН, НЕЕ F 表 下 -1 中 找 出 相应 的 器 值 ， 从 而 可 以 求 
出 一 系列 的 4 值 ，4= Ca (00)。 再 由 附录 局 中 的 图 GG-7 (因为 目前 w=11; 可 以 用 =10 的 
曲线 计算 ,不 致 有 大 的 误差 ) 求 出 不 同时 的 六; 值 , 代 入 式 (10-48) 的 左 端 , 4 ФХ, 刚好 等 于 
0.0518 时 的 4 值 ,就 代表 板 架 的 临界 应 力 。 上 述 计算 在 表 10-2 中 进行 。 
RETENER, H o. УЖ, PXD АЖ, Шо. – ФАХ, (A) 的 曲线 (图 
10-24)， 当 @X, (A) = 0,0518 时 ， 由 曲线 上 得 0.,= 318 N/mm*， 这 就 是 甲板 板 架 的 临界 应 
Я. 
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310-2 

















Пот | а | 
Ф pra А. Er ХАА) Г @X (M) 

(N/mm2; : pIo | | 
250 0. 546 120.3 0.339 | 0.038 0.0319 
300 0.160 63.1 | 0.46 | 0.051 | 0.0388 
320 8.6540 518.5 0.533 | 0.985 | 0.051 
340 0.510 4371.3 D.TT8 0.:55 | 0.0947 








э. par ai ee ЦИНА 
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图 10-25 Е 10-25 


4, НАЯ 
ЦЕЗАРА ЕАУ ВО ӘН ЕРЕ А КА ДЕГ” ЯҢ phan ДИН» Ej 10-25 为 
ЖБ ЖАН ИЕШЕ, ЖЕ RS АСЕ PRK ВЕНА ЕН, ШЗ ЕЕЕ 
ЧЕНИ Ж АЕ НЧ K „ЛЕ НН ЗСА Я АЖ ЖЖ e WS H ЖИП ОПЕ ЗЕН НЧ 
板 视 为 由 无 数 根 单位 宽度 的 板 条 梁 所 组 成 。 
ЖЕН ЖИНДЕНЕ ЧТ, MR ERREEN 总 /7123, 释 条 梁 的 刚度 为 
p- E FE Ев 
I-a *12 1202023) 10,9 


于 基 在 公式 (10-43) 中 ,将 六 /10,9 КИ 2/0, ШЕ НИИ АНИ ЖТ E PEH E TF 











xT УСУ g (10-49) 
此 时 
4= 05 


式 中 о, ЭДЕ УЫ КИК ЗЕКЕ БУ Г ГЕККЕ: 
D EE p EP 


бал сур 10.982 7 109 Ф 
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BB Е=2.1х10° N/mm: 代入 后 ,得 
To 19 (09у N/mm: 
这 个 о, WE ЈАРЕ АН АЕР РЕК ОН з, RERE $ 10-5 中 还 将 进行 讨论 。 
在 这 种 情况 下 ,横梁 亦 有 其 临界 刚度 , 它 可 根据 公式 (10-44) 求 到 ， 


CEC xa, Go 





$10-5 板 的 中 性 平衡 微分 方程 式 及 其 解 


1， 上 矩形 板 的 中 性 平衡 微分 方程 式 

本 节 我 们 开始 研究 矩形 板 的 稳定 性 问题 。 首 先 考虑 板 的 中 性 平衡 状态 ， 即 板 受 中 面 于 力 
或 前 力 作用 并 获得 小 偏 移 ( 恋 曲 ) 时 的 平衡 状态 。 窜 在 中 性 平衡 状态 时 对 庶 的 外 力 喜 是 板 的 临 
界 力 。 - 
板 的 中 性 平衡 状态 可 以 用 微分 刘 程 式 来 接 述 。 与 杆 的 情形 相仿 ， 板 的 中 性 平衡 微分 方程 
式 可 供 板 在 复 染 弯曲 ( 茎 有 有 拒 共 到 名 有 中 面 为 作用 ) 时 的 杰 曲 微分 方程 式 导 得 ， 为 此 我 们 先 来 
导出 矩形 板 的 复杂 二 昌 微分 方程 式 。 

在 第 九 章 中 我 们 已 导 得 刚性 板 的 弯曲 微分 方程 式 DV Vw = 9g， 这 是 在 没有 中 向 为 时 S 
得 的 。 现 在 考虑 中 面 力 , 设 板 因 中 面 力 在 板 内 产生 有 中 面 应 力 cs，cv 及 Ts,， 由 于 目前 研究 
的 是 称 定 性 问题 , 故 中 湘 应力 ce 与 о, 均 假定 为 压 应 力 , 这 时 板 的 断面 中 除了 弯 矩 M。, М.Н 
Ж Ma “ру М,, М, 之 外 还 有 中 面 压力 与 前 方 。 设 板 在 # 和 乡 方向 单位 宣 度 的 中 面 
EDA TL, HARER PERI A Ta ENANA с.с, 及 rey 在 板 断 面 上 的 合力 ,如 
图 10~28ta) 所 示 。 并 且 由 微 块 的 平衡 条 件 可 知 这 些 中 徊 为 满足 以 下 的 关系 : 


эт дг Ë êT Г, ri 
£ y Sts _ д ЕА , Т. = Ту (10—51) 








9% ^7 ду * ду ês 








图 10-26 
我 们 而 要 建立 计 及 上 述 中 面 力 的 微 块 静 为 平衡 方程 式 ,为 此 需 考 虚 微 块 在 变形 后 的 位 置 ， 
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ER 10-26(Ь) P mia ГЕ iH ER Sp RO, 
ЗТ, М,, М, НМ, REBBAN: НИТ 
关系 为 第 九 全 公式 (9-39), (9-40), (9-41), {4 + T Ty T, 在 平衡 方程 式 中 产生 
Пу, НИХ Л.Е (9-39), (9-40) 1, ри) КҮН ЗЕ ЖЕ, 
EXET, Г, HEE, Чо РЕВ Y ля, ВВ 10-27, # T, НАЛ 
HN 
- T, dedy (10—52) 
ЖЖ ЖАИ у ЖАН, КАНН, ЖКН Г, X3 z НРА 
Т,» dy (10-53) 


此 力矩 矢量 朝向 % 畏 的 正 向 。 














图 10-27 
了 sy 的 存在 相当 于 板 上 增加 有 附加 拒 菏 重 ， 参看 图 10-28, Tay 在 z 方 向 的 分 力 为 














ду + дхду 4х 
С 
AT ey ди 
„т, д dyt( Т, од” de )( ву +- 255 dy ) ву 


咯 去 高 阶 微量 后 得 





Ф 图 10-28(b) 中 ，T Ta 二 Рая, T4=Ty+ у», 余 类 推 
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T, ayasa u + “= у 9 dy 
同 理 可 得 了 ,sy 在 = 方向 的 分 力 为 
дш ат, дш 
Ty; a az Oy dx dy + ау ` y dædy 
将 以 上 两 式 所 表示 的 力 相 如， 得 
аТ., дю ЭТ... әш 
2T,, ayda du + Эи" ay ddy+ а ду x drdy (10-54) 


现 先 将 (10-52》 和 《10-53》 式 中 的 力 算 除 以 ай ККЕ А (9-39) 与 
(9—40) 5-5 л, ЭК ЖЕШ (9-39) ЕЛА ЖЕН у НИЕ ВИНЕ, (9-40) 式 中 的 力矩 
ЖБ z 轴 的 正 向 相反 , 妈 得 

Эм, ƏM ay aT дю = М, 








Br * ‘gy z Br 
or Ty GN 
从 而 有 
ам, M, Muy ð дию 
дт да* дхду 95 (Тэг ) 
М PM zy Pw ӘТ, pw 











By ду + дтёу ду 
_ M, М, T д0 êT, дш 
т By + 9% гу Т» By ду ` ðy 
B| Л, (9-41) дА/,/дв+ ƏN „/ду= – д, 将 (0-54) 式 除 以 dzwdy 后 与 该 式 等 
号 右边 的 9 合并 ,并 计 及 关系 式 {10~51) , 9 
м, CMa EM, 
да +? 20у T ду -Te g 
最 后 利用 第 九 章 中 前 关系 式 (9-36) ， 代 入 (10-55) дав ИЗДАН Я УЛОВЕН 


ƏN, EM, May a | p. et N 





(10—55) 





ёш 
ЕТ: а t2T, бр, 9 


дє) Jw Btw Oiw 
Р(-5; дг +2 ‘дал ду? + ду ът, © гея tT,- о, -2Т., Baroy 9 (10—56) 


当 &=0 时 , 即 得 板 在 中 而 力 了 7 ay 作用 下 的 中 性 平衡 方程 式 如 下 ， 


дш Qa а. дш 
р( да +? Өш®Әу T SEE Bo +Т, r -2Т,, ¿ran 


‚тнв ани | | 
我 们 先 讨论 在 一 个 方向 受 压 ,四 周 白 由 支持 在 刚性 周 界 上 矩形 板 的 解 〈 见 图 10-29)。 大 
多 数 的 船体 板 可 认为 属于 这 种 情况 ,因为 船体 板 仅 受 船 总 弯曲 时 沿 船长 方向 的 压力 ,并 且 四 周 


可 认为 自由 支持 在 骨架 上 。 
由 于 板 在 4=0 及 z= 站 的 边 上 受到 均 布 的 压 应 为 0;， 因 此 有 了 荆 ,= о, ИЕ ДЕМ, 


ЖИТ. ЖТ,=Т,,=0 代入 方程 人 (10-57) ,得 


=0 (10—57) 
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г дзю a'w Dw aiw 
D| am! Эду? ` 295) 9 о 


ЛА RREAN 


= 0 (10—58) 








2. Л, _ — 
2-0 2 m= a nF # = а? = 


ди 
— $ — —- _ = 
y=0 及 y=b 处 w=-gy =@] 


МЕ ТЕ (10-56) КГ (10-58) 8 
Я ТЕЖ НС. 
MIT . Яды 
-一 一 -8]П 7 > 


№(2,у) = УУ Aaa Sin = 


д0 ] 
0 
(10-59) 





(10-69) 
ЗЬ А (10-58) р ,{% 图 10-29 


йт \? ил YE ody Mmr] о. тхе . ялу _ 
ха а) | 0) pea sayt ео 
ЕТ ЖЕНЕ Г, = ost ERAT ERPE -KER руа RN, РИА А ИГЕ k 35 a 
定性 ,所 以 板 矢 铬 时 前 力 可 由 


CACR T-A е 
SESE AT 














HREJ, ат 








т D 
= (m+ ж Пр: (10-61) 
НИЛУ SRI IK 


‚ MI . Ищу 
и = А, Ф 一 一 一 Si к 


ATORRA, ЛЕ m H n Н (10-61) 中 揪 导 内 的 值 为 最 小 。 由 于 
H я Ж ио, 亦 随 着 增 大 , 歼 必 须 取 =1, 这 表示 板 在 失 稳 时 在 у 方向 形成 一 个 半 波 形 ， 这 
样 





т? D ‚ Ë м тр b, 1 ау 
g, = PE (m: тр? ) T Pi (m a T Е? р ) (10-62) 


ТЖ с, 的 最 小 值 ,相应 于 不 同 的 边 长 比 a/b, BE m= 1,2,3, MEE о, 的 沿线 
(ILA 10-30), HERRIRA 《 即 图 中 的 实 线 部 分 ) 即 为 所 需 的 瘤 界 应 力 。 图 中 纵 坐 标 


АЯ 
1 А 
(т + н +) 
有 其 而 临界 应 力 为 
= k z D 
Cor = BO (10-63) 
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FE H HH 
ТҮШЕ шишин 



























































0 1.0 - 2.0 3.0 4.0 s/5 
` 29 10-30 
Ңң 10-30 可 知 ， 当 2/b2>1 时, 过 4, 所 以 实用 上 可 取 
с А0. (10-64) 
б а 


: р 
враки, Ё= (а). PED 





5 2 2 
пеар oem 
如 4/6 <1, м бра, MEERE TERAS AR а", 3 
3 
a= 5р. (10-66) 


这 就 是 在 & РТЫ ДЕА ИШЕК ДУУ Л ТЕЕ АННЕ ЕН, 

ТЕЙ ЖАНИ ЖЕ. 6010-64) 5010—66) 可 用 来 分 别 计 算 纵 骨架 式 板 及 横 骨 架 式 板 的 
УЛ. ЖЕЕ ШИШЕ НН Е=2.1х 10° N/m 及 8=0.8 代 入 ， 即 得 通常 的 计算 公式 
如 下 ， 

ЭЕ ЗЕКИ ЖАКОШ 10-31 а) 


ou 和 76 (29 y N/mm? (10-87) 
ВЕТ СЕ 10—311) 





图 10-31 
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2 
0.219 (ЕУ N mm: (10-68) 


С tak AR HE ТИЕ A 
Но, ШЕ АШЫ ЕЗ, ИНК J IN 
后 者 的 四 人 入， 这 就 说 明 纵 骨架 成 板 在 稳定 性 方面 比 
кзн иын, 

， 三 边 自由 支持 ， 一 边 完全 自由 的 板 

И B- 
按 完 全 自由 的 矩形 板 ， 单 向 受 讨 的 稳定 性 (W. El 
10-32). 

РИН, НЕРЖ (0- 
БА, Я Ж B WB03i НЫ 410-32 


ERRESU 





, (10-68) 
ow 
у= 0 #t u= = 0 


УБА ШОЛ, ЖА АРЕНУ, $9-3 АЗ (9-50) 求 得 为 


Zu , Q _ 
ду? Нат T 
3 з 


и aw 
ду + 270) адр = 0 


Без OW _ 
=й =4@ЯЬ 10 = z=] 








0 
(10-70) 


ЖЕЛ ДЕЕР, Г] J ЖЕНЕ ТЕ НОЕ H ЛЕ па Л, 


wE, у) = > fa) йт” (10-71) 


мт, у) 代入 中 性 平衡 微分 方程 式 (10-58) 中 ， 可 得 函数 Г, 应 满足 的 常 微分 方程 式 
为 








fun - 2 (u И у 一 55 人 ип S) Јао =0 = (10-72) 
аи ао вона 
fa(0)= 0, /%(0)=0 (10-73) 


(уу, =0 (20-70) 


в - ав) {- 5 LY у.) =0 
方程 式 (10-73) 的 通 解 可 以 写成 





Ф АО, ЗАВАЛ АТИНЕ, на а, [29], E ® 
BPRM- ЧЕ ВЕ, ИРАНЕ, BSI hiw ЕНЕН, АНАТ АНН, ЖИЙ 
НЕ ЛГӨ, ЧЕЖЕ ТАШЫ a| БАНКА ЕЕ А2 bil — ВТЕ УИЛ. ЛЕЕ АВ я 
CURSA PJS ATR i at EAA NES LE TA ДЕННЕП ИШҮНЕ, UTERA, ЖЕП 
ЖЕН НЕЛЕП. 
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Faly) = Anch ау + B, sh ау + С» CO B, + Da sin Bay (10—75) 





зн 
(ҮЧ 
ОНИ (10-76) 
ИЕ) 
并 有 
аз-%=?( "7 у (10-77) 


HR (10-75) 153 (10-73), А, = С, = 0, ВАЛА (10-70 , R 
В, CE (25) Phab- Dn [Bs ка (у |singad=0 
В„аһ| а ~ (2- D(A Ly Jeh anb- 2,8, Pà +(2- w ( ZY |eos pnb=0 


由 于 Bm、Ds 不 能 同时 为 零 ， ИЕ Е Bas D. Н ИЯ, ЖИ ЕДА 


pa [z - (z пх а) tha,b= ак ГА + тт -YT iE fnb (10-78) 


此 方程 式 是 一 个 包括 wm 及 的 方程 式 , 也 就 是 一 个 包括 о, 的 方程 式 ， 解 之 求 出 о, 的 
最 小 报 , 即 为 欲求 的 板 的 临界 应 方 。 计 算 才 明 , 无 论 &A/E AES ВНЕ т = 工时 临时 应 力 为 最 
A RENEA a RREA A ВИ 
Уи, МНЯ Е 50 








wis, у) = f asin < 
Ңң = 1 时 ,对 不 同 的 边 长 比 ajb, 出 (10- 
78) 式 解 出 板 的 临界 应 力 ce 并 可 表示 为 
Fe = k 2. (10—79) 
дн А Bñ a/b 变化 , 见 图 10-33. НАЯ, 24 
НИК, k= 0,426,889 D PER u 
МАНКА, T 























©228,2 (95) N/mm? (10-80) 
HRA P| Sy laz hA A A ЖОМ ЕН ЖЕШ ЫЛЕ ЕЕ, 


$ 10-6 板 稳定 性 的 能 量 解法 
。 中 性 平衡 时 的 应 变 能 与 外 办 功 


НЕВЕ. Fe Rh ЕЗ ИЗА ВТ ЛЗ НЕ ЧИЛ katik, АЛЕ KEE] 
ВНЕ ВЕ ДИ Pp ЛЫ "ЕКПА BEATE КЕРЕ SDT КЕЗЕҢИ ЛЬ Л 
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设 板 在 中 性 平衡 状态 出 平面 位 置 到 达 变 时 位 置 。 在 此 过 程 中 有 弯 册 应变 能 ， 其 计算 公式 
已 在 第 九 音 §9-6 中 导 直 (公式 9-110)。 现 在 来 排 导 板 中 面 讨 力 与 前 力 在 板 弯曲 变形 所 引起 
的 位 移 .上 作 的 切 。 为 此 在 板 中 面 考虑 一 个 dzrdy HARRA 10-26 а), Ж Б ЕТО 了。 
Т, Ty MRES AEEA НТ В А 10-341. AE T. Г, 的 切 , 几 于 微 块 在 如 方向 的 边 
长 dz 变形 后 两 端 相对 靠近 了 d4, 此 d 4 HENE Gwe) de (参见 $10-2 图 10-5 ЖА 
(10-8) ОЕ Se), РГ, 的 功 为 
Ат, (as dy (10-81) 


HRE T, 的 功 为 
(10-82) 





у 


(а) 
图 10-34 


ARERI Г, 的 功 等 于 Ту, ЖИ у. ЛЕ 10-34 b h $ А’В’ 的 方向 余弦 为 


lis Mis жу, WEP HY 
m = 0, я, = с05 ZB AD=sin /B' A B” = дш/дх 





34 ДС" EDT ERIN has Piss 4, 则 其 中 的 
d=0, m,= соз ZC'A'D =sin AC А'С” = дю/ду 


ВАЛ ЯНИ, AB ЖП АС” ВЯ 


дж ди 
Se= iil, + ТИРИ, + НН, = “Әз t óy 


根据 剪 应变 的 定义 ,yx = p -~ 0， 因此 在 小 角度 的 情况 下 ， 有 


) дю д 


. + п 
Prs SI Pa = п (-5- та ) а 7457 др 
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于 是 得 剪 力 了 2 = Т ТЕУ 
т,,-90.-00 dody (10-83) 
将 式 (10-81)、(10-82) ,C10-83) 相 加 , 即 得 微 块 上 全 部 中 面 力 所 作 的 功 为 
1 ðw ч? дш 2 дю ди 
awT, (аа) +Т, (аит) +27 ‘аз оу |4940 
Е разр: 
дш 


w= ||.) T +2Ть ор 907 10-80) 





2 
НЕНИЯ ЖА, REAR ДӘЛ Ж U ERARA 
(9-31107 的 弯曲 应 变 能 了 ,得 松 的 总 位 能 为 


п-у-0 = ||{(че + бу) 52а |( езу). 
20 0011449 5017 (02) +79 (ар) 
дш ёш Jasdy (10-85) 


板 中 性 平衡 的 虚 位 移 愿 理 表 这 式 为 5 了 = о. 
T ”在 利用 李 兹 法 计算 时 ， 只 需 先 假定 板 的 所 曲面 方 
| 程式 再 由 8 If = 0 R$. ЕРШЕ ЖЕЙ Ж 
说 明 。 
2. 四周 自由 支持 压 应 力 线性 分 布 的 板 
研究 图 10-35 中 一 对 边 上 受到 线性 分 布 庶 力 
的 四周 自 由 支持 的 矩形 板 ， 外 下 力 一 般 地 用 下 面 


























HARTER: 
о,= 01 (1-74) (10-86) 
ËB 10-35 фа ЛЖ, ЖИ JTH AHERE 235 


g= 081, 50, WAEA; М g= 2 В, о, = o (1-2 0/0), ЫЛЕ У м 
ШЕВА НН, ОТЕ Е ра 
юр) УМА а sin” (10-87) 
ТН, Н ТГУ о-во У УС, НФ V sf BR НН, Е $ 9—6 rh 
的 结 凡 (公式 9—117); 





bD ту 
V=- т = 一 之 之 А al Ta + ) (10—88) 


ачина асака я 
Е yasa; 
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站 (10-87) 中 的 纪 代 入 上 式 , 经 计算 后 得 字 


U= гар РУ хл, (w жт у 


"з Taa % 2 29952 | 


将 下 ,世代 入 BF -LU =0 中 ,或 建立 记 程 式 








7 дА 2° 
得 
nabD т n? ү ootab yy may 
Во E S 


#+s=2 №-1 
此 方程 式 前 一 般 展开 式 为 包含 An ЕККУ, ИСИ = 1, n RAN H 
PHLOS O 
И Cah жс. Аз tiad + = Ü 
б Ау, t Gsi Создун = 
tali t сы А + Egalite = 0 


(10-90) 


Я An ЖЕНЕ] Ж ЖЕ, ЛОН 
би Cn ба 
Cyr Co Су; С 
| 
FIEFIA п ЕШ ЕУ Б ,在 具体 计算 时 不 可 能 取 无 穷 多 项 ,可 在 上 面 的 行列 式 中 取 前 面 
有 限 个 行 和 列 。 用 这 个 方法 通过 取 足 够 多 的 行 与 列 的 计算 结果 ， 得 此 种 板 的 赂 界 庶 力 足够 精 
НЕЕ, HERY 


=Ü 





Ezi Cy Css 








AR k PRHE a/b Жр ПОМИ. М п=2 ШЕ k НЕ 10-36 {ИШ 8, R: 
他 情形 下 的 缚 果 可 参考 [27]。 
ОЛЕНЯ Я Е АРРА h AMI k З ВН Бу J EJ але. 


(10—01) 








2 Ия, 


4 2:55=2 NAZO 
4 nts=1 N-11) 








t nry Sx 

sin sin dy= 
f> i Š p "> 453 п 
х2 (м2 — 52)2 





| 52⁄4 м я=5 р 


© 由于 (10- 的 种 的 末 项 # 士 s 型 为 奇数 ， 故 方程 式 组 (10-90) 中 并 非 每 一 项 都 存在。 
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3. ЕРЙ JERR 
5 4 10-37 ААА АЗ ВУ И: ОВР, ТЕ ВУ 78 т, ВИНО, М, 





Ж Г = а 





























图 10-36 10-37 
НЯ НЕ Ж, KATA (10—87) ИЩ ИЖ, АНУ А (10-88), H (10- 
84) 477 ая 





U= 4; 220, 0 dedy 


将 (40-87) 中 的 此 代入 上 式 , 经 计算 后 得 @ 


MATS 
U= 4 2121 хх А.А, (02 — ү?) (8 — #2) 


将 ,RA 入 BT -00284A,,=0 中 ;得 
_mtabD 





ретка 
n+s=2N-1 








me И х2 ， ит 
А» (а + Ë ) Ter А, иду тие “0 (10-92) 


mir=2N-1, nts=2NŅN -1 


Ф 


л* Э 


39 абі (10-93) 





а 
а=-„,А= 





代入 C10-92) 式 中 ,可 得 


(PE + RY? MAYS 
id о A BA rm =0 (10-94) 





m+r=2N- 1, n+s=2N-1 
展开 此 式 得 一 组 关于 А. 的 齐 次 方程 式 , 当 Ао 时 有 А, АЖ, МО 
пят. ЖЕН, Timoshenko) 取 二 个 齐 次 方程 起 得 到 的 行列 式 ， 展 开 后 得 








4 Д 2 
з 81 81 Itat \ 81 / 1а ye 
А-та [ 1+ 625 T 25 ( те) + 25 ( 922 )] (10-95) 
Ф 计算 中 用 到 
0, 当 m+r=2 МОЯ) 


“gin og TË y= l 2a т x 
| # a x Еф › М их =2 М-1(#@#) 


由 此 式 之 4 求 得 之 临界 应 力 可 表 代 为 由 

ra kA (19-96) 
起 中 大 与 x( 即 边 长 比 ?) 有 关 , 对 于 正方 形 板 ,= 9.4。 进 一 步 分 析 证 明 , 此 式 对 于 @/0 51.5 
可 用 的 ， 对 于 a/b 更 大 的 情况 应 取 更 多 的 方程 式 来 解 , 最 后 得 到 的 万 秆 网 图 (10-38) ,Twr 仍 为 
公式 (10-96)》 的 形式 。 

由 图 可知 ， 当 b=1,0 叶 
k=9.34, a/broo| 财 上 = 5,35, 
在 实用 上 并 可 到 图 中 曲线 之 包 
络 线 ， 它 可 用 下 面 的 公式 近似 表 
达 ， 









































Бы 
k= 5.35 + £= (10—97) 


当 4/5 相 当 大 时 ， 取 = 
5.55, 得 





















































120 
Tor = 5.35 р 


# Юр E H и IRA 后 ， 
得 





ru 2102 (292 * N/mm (10-98) 

Шо HRR EAE РНЕ Н] Б БЫТЫ ВУ E FE, 

4， 板 在 复合 受 力 时 的 稳定 性 

以 上 我 们 讨论 了 矩形 逆 在 压 度 力 与 草 应 力 单 独 作 用 时 的 稳定 性 问题 。 在 实际 结构 中 往往 
有 的 上 板 会 同时 受到 几 种 力 的 长 呵 作 用 ， 例 如 一 般 的 桥 材 腺 板 ， 它 娆 受 线 性 分 布 的 讨 庶 力 又 受 
剪 应力， 因此 就 有 必要 了 解 在 儿 种 力 共 局 作用 下 版 前 稳定 性 ， 即 板 在 复合 受 力 时 的 稳定 性 问 
题 。 

板 在 复合 受 力 时 的 稳定 性 永 则 上 可 以 用 能 量 法 来 解 次 ,但 计算 过 程 比较 复杂 ,因而 不 作 推 
时, 仅 把 一 些 结果 介绍 如 下 。 

对 于 同时 受 均 布 压 应 力 与 均 布 剖 应 力作 用 的 矩形 板 ( 见 图 10-39), 计算 结果 表 朋 当 上 庄 应 
旋 与 前 应 为 形 成 某 一 组 合 时 板 将 裕 失 稳定 性 。 对 于 一 定 边 长 比 的 板 ， 这 种 组 合 有 许 杀 个 。 设 
Cer Ы Те, ПЕ НОВ НУ ДЖИН, 则 可 画 出 如 图 10-40 所 东 的 曲线 ,在 此 曲线 
上 的 任意 点 所 对 庶 的 Co 与 r. НЕ. Е о, S r БЕ KN J 5k RR 
前 应 力 时 板 的 临界 应 力 。 

因此 ， 图 10-40 中 的 曲线 代 过 了 所 论 板 稳 定 与 不 稳定 的 分 界线 。 在 曲线 以 内 的 下 应 力 与 
前 应 力 不 会 使 板 失 稳 ， 故 为 稳定 区 } ЕН НН ЕЛ У УЛ, Вора 
定 区 。 

图 10-40 中 前 曲线 可 以 用 二 次 抛物 线 来 表示 ， 
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(6) + =1 (10-99) 
Е ВЕЛДЕ КУЛЛ Ву УШЫ B= cfr, ЖИ ЖИ = c. r... 将 此 关 
系 代 入 (10-99) 中 ,得 

















А т: О 
解 此 方程 式 ， 得 
Ter” -a ок (-1+,/ 1+ аа ) ‹10-100) 
式 中 
к= 7/02. (10-101) 
AJSHE e = a/b>:1 H, A 
4 :D 4 D 
z, = (5.34+ а? Е, 0 = 
故 得 | 
5,34+4/@ 4 1 
= Stid y + (10—102) 
Жо? 代入 (10-10 的 中 ,有 
:D TT 2 
t=28 BF (lt 1+ та = (10-103) 
式 中 
вве (-1+ / LET ) (10-104) 


РЕВ анж к, ЕЖЕ Ж БАУЛУ с/т 1% В, АТТЕН (10-104) PRE k, F 


(10—108) ЖШ Yers Mi Се, = Prore 
在 附录 五 中 给 出 了 板 在 前 应 力 及 几 种 分 布 的 压 应 力 共同 作用 下 的 临界 应 力 的 解 ,都 是 用 
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-上 上述 的 方法 求 得 的 。 
在 近似 计算 中 ， 也 可 以 将 图 10 -40 由 的 曲线 用 直线 来 代替 《〈 见 图 10- 人 中 的 叫 线 这 ， 
HERRERA 


Zer у бок. (10-105) 


mt ol 


全 武人 4 人 -997 与 (10-105? 称 为 “相关 方程 ?。 


$10-7 уБ ТЕНЕ 


1. 基本 概念 

在 讨论 压 杆 的 稳定 性 时 ,我 们 认为 夺标 失 稳 桂 端 点 可 以 自由 趟 交 , 因 而 杆 件 能 家 让 弯曲 ， 
这 样 当 于 力 大 于 杆 的 临界 力 时 ,即使 座 力 略为 增加 , 杜 件 就 将 发 生 很 大 的 迹 形 而 导致 破坏 。 轩 
此 道 常 认 为 压 杆 的 临界 力 豆 是 其 最 大 党 玉成 载 力 ,或 破坏 压力 。 

板 在 失 稳 后 的 现象 与 压 标 有 记 不 同 。 

ХИМИК, СИНЕЕ СВЕ, ЗЕ НЗ Ва EP 3 yki рен t 
力 ， 关 此 当 极 受 压 类 稳 时 ， 骨 和 保 尚未 失 稳 ， 它 对 窗 还 起 着 支持 
作用 ,使 板 的 周 界 不 能 如 由 弯曲 和 扑 近 。 另 一 族 通 ,船体 概 是 连 
续 的 板 ,每 一 贩 糙 都 受到 相 邻 酸 格 的 过 制作 用 ,因此 它 和 孤立 的 
板 不 同 , 板 边 亦 不 能 自由 趋 近 。 由 杆 上 述 原 因 , 使 得 板 在 所 受 的 
压力 大 于 虱 界 压力 之 后 ， 即 极 在 兴 稳 所 ,如 果 继 续 增 加 压力 , 板 
的 挠 度 不 会 迅速 增 大 ， 蔓 侍 刘 一定 范 围 内 抄 度 的 增加 率 反 而 会 
减少 ， 如 图 10-41 ум “图 中 实 线 为 平板 ， 虚 线 为 有 和 初 指 度 的 
酸 )。 这 说 明 板 失 稳 后 还 能 继续 承载 。 

板 失 稳 后 能 够 鳞 续 承载 的 原因 在 于 板 的 中 而 力 起 了 很 大 的 
ЕЯ. ЖЕТ ЖК ЛАЛ ЛЫ ЖАН ЕКЕ ТЕ ДИ ЖЫЛ Ж 
НЕ = ЯЛЕ, [эщ ЗЕ Л ih ИЙИНЕ, ЖЕ 
就 发 生 了 中 面 控 应 力 . 这 一 现象 和 本 前 $ 10-2 中 讨论 的 篇 形 
弯曲 的 板 条 潜 因 端点 不 能 趋 近 而 引起 的 中 面 拉力 相同 。 这 个 中 耐力 随 着 板 挠 度 的 增加 而 如 
大 ， 有 从 而 司 得 板 的 变形 不 能 迅速 变 大 。 正 如 文献 FE27] 中 记述 ， 此 时 板 的 纤维 加 间 是 町 错 链 那 
样 周 定 在 支 座 边 上 ， 因 此 能 使 此 板 在 容 曲 状态 下 保持 平衡 。 这 种 板 的 中 耐力 通常 叫做 板 的 
“薄膜 应 力 ”。 

总 之 , 板 在 失 稳 后 不 是 立即 破坏 ,还 能 继续 承受 一 定 程度 的 正 缩 荷 重 ， 这 一 现象 称 兴 板 上 县 
^Ш ШАЛ”, (Post-buckling strength) ,研究 板 后 屈曲 强度 的 问题 又 叫做 研究 板 的 后 必 
ШЕЕ, 

2。 板 后 屈曲 的 应 力 分 布 

板 后 册 昌 性能 的 研究 一 般 来 说 是 比较 复杂 的 , 它 不 仅 要 考虑 板 的 中 面 万 ,还 昌 考 虑 板 的 大 
找 度 问题 ,因为 届 则 后 板 欧 搅 度 已 相当 大 ， 属 大 找 度 沦 曲 的 范畴 ; 间 时 为 了 了 解 板 在 居 肯 后汉 
属 在 怎样 的 载荷 下 才 破 坏 ( 即 板 的 极限 压缩 载荷 问题 ) 还 要 考 踢 材料 在 超过 比 策 极限 之 后 的 非 
线性 问题 。 这 一 系列 问题 不 可 能 在 本 书 中 作 详 尽 地 介绍 ， 因 此 在 本 节 中 我 们 仅 对 板 后 届 曲 后 
的 应 力 现象 ,破坏 载荷 的 大 小 以 及 与 后 届 井 性 能 有 关 的 * 折 减 系数 ”概念 作 一 简要 地 说 明 ， 
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先 分 析 板 后 局 曲 时 应 力 分 布 情 沈 。 我 们 设想 ,如 果 一 块 受 压 板 的 板 边 能 够 白 由 趋 近 的 话 ， 
那 来 板 在 失 稳 后 的 板 边 将 达到 图 10-42(a) 中 的 虚线 位 置 ,但 实际 上 板 边 不 能 自由 趋 近 ， 因 此 
板 中 部 的 纤维 将 被 控 长 ; 即 产 竺 有 中 辐 拉 应 力 ， 其 结果 板 中 的 应 力 分 布 将 有 图 10-42(b) 的 情 
况 ; 受 压板 边 的 压 应 力 不 再 为 均 布 , 板 边 的 压 应 为 大 于 板 中 部 的 压 应 力 ; 在 非 受 压 的 板 边 原来 
А ,而 现在 出 现 了 委身 平衡 的 拉 应 为 和 于 应 为 。 

在 图 10-43 中 进一步 画 出 了 板 在 受 盾 方 向 截 而 中 应 力 随 外 载 萌 变化 的 情形 ， 图 中 工 表示 
板 疝 未 失 稳 ， 即 外 压力 小 于 板 的 阁 界 应 力 ， 些 时 福 中 的 压 应 力 为 均 布 ,2 表示 外 压力 已 大 于 柜 
的 临界 应 力 ， 板 已 经 届 册 ,此 时 板 的 压 宵 力 不 再 为 均 布 ,在 板 边 的 压 应 为 大 于 板 中 的 盾 应 为 ， 
З 胡 示 外 盾 力 继续 增加 ,此 时 板 中 压 应 力 的 不 均匀 程度 更 为 明显 , 即 板 边 压 应 力 与 板 中 十 应 力 
снизу. 








х 


= p 





(b) 
图 10-42 ЇЧ 10-43 
Ва, Ж ЖОЛИДЕН ЖЕР ЖОР ЕЕ EJ О S: n) ЕЕ Si ШЕ У y ЕЯ, 
这 个 现象 说 明 与 板 边 骨 架 相连 的 那 部 分 材料 起 着 更 大 的 作用 ,承担 了 外 载 背 的 绝 大 都 分 , 面 离 
骨架 较 远 的 板 相对 来 说 承担 的 载 共 就 小 得 多 。 
з. ЕЕЕ 
ЕА АЕ ЙЕ БЕДЕ КИК ФП, АН, ИЛЕ ЕЕС А А КЕЛЕ ВЕКА КЕ 
JER, В ЛЕ EREE” Ultimate load) 问 题 。 人 在 结构 设计 中 ， 只 有 了 解 了 板 
的 鹤 限 荷 重 才能 充分 利用 板 的 后 届 般 强度 ,因此 是 有 实际 意义 的 。 
焉 论 上 葡 定 上 扳 极 限 荷 重 的 方法 需 研究 板 失 稳 后 的 应 力 状态 ， 求 出 板 中 最 大 应 力 达 到 咒 服 
级 限时 的 外 茶 重 ,此 外 共 重 就 是 极限 荷 重 ， 极 限 荷 重 除 以 松 的 截面 积 电 做 板 的 “极限 应 力 ? 或 
“极限 强度 ”"，(ulitmate Strengthy。 由 于 问题 的 复杂 人性， 在 此 不 予 细 述 ， 读 者 可 参看 f25] 或 
[27]。 下 面 就 简要 地 介绍 有 关 板 极限 应 力 的 实用 结果 。 
: 实用 上 ,最 早 由 卡门 (V. Kármán) 提出 了 蝶 形 板 的 家 限 强度 公式 。 卡 门 认为 ， 瞬 然 板 
届 曲 后 板 边 的 应 力 大 于 板 中 部 的 应 力 ， 并 且 板 越 接近 于 极限 状态 ,这 种 差别 亦 越 大 ; 那 末 在 极 
” 限 状 态 时 ,可 假设 板 的 载荷 完 全 由 邻近 板 边 的 一 定 宽度 的 板 来 承受 , 设 该 部 分 板 每 边 的 宽度 为 
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с, ДЕЛЕЛ 2с LIR 10-44), ШЇ АО ЛУН ДУ J W PR ny Н НР НУ: (10—64) 
计算 如 下 ， 
4120 асе др 


бе” (2609 ^ RU- Det RA De 











b 
式 中 É 为 板 原 。 АННЕ НАХ SBI, $ C r= 0,4% La 
pa p EED сез АЁ E - 
12- pe; В V IRL pO N оу | a 4 
МК Же, Me z 5 д ВИМЕ 入 后， 
2л / E 
=- Een a m (10- 
2с TRA о, 1,9 у о; 10-106) 
于 是 板 的 极限 荷 重 为 
Tuas2eo s ig Py Eo, (10-107) 
版 的 极限 强度 六 
Та É To 
ou= = 1,93 Ес, (10-108) 


ЖЛ М, ЖЕНЕ ШЇ РГЫЗ ЕТЕНЕ 95, qI ВЕР ЯР RE o 

БИТА usah MAAP ERTE RR EEM „АРТЕК, WAA 
(10-107) 中 的 系数 不 再 为 1.9， 而 要 小 一 些 。 | 

ШГП АЕ, ВТЕ ЭЕ ТЕНЕ БЕН g yok 4 Ж ФИК Р ОЕ, H ВЕ ЖА ИЕ N fr 
重 的 试验 已 有 不 少 ,图 10-45 是 简 支 矩形 板 根 限度 力 的 成 验 结 果 ， 了 下 口 文献 [6]。 图 中 上 而 一 
根 曲线 代表 极限 应 力 got 下 而 一 四 曲线 代 避 临界 应 力 cer= 4 "УФН, ну 9 
界 应 力 的 差别 随 D/E 的 减少 而 变 小 。 

图 10-45 的 极限 应 力 可 以 用 下 面 的 公式 来 表达 5 

































































qgfd 

0 
0.8 
в.в 
| 
sss. 

am 9—47 7—7 а 90 ае 

Е 10-45 
学 _ 2.25 _ Legs (10-109) 


式 中 
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, PZ: 
B= бе. (10-110) 


为 无 量 网 参数 。 或 更 简单 些 , 用 下 式 表 还 ， 


= 2-- 0 (10-111) 
一 般 在 板 的 极限 应 为 分 析 中 都 有 作为 参数 ,这 从 公式 (10-108) 中 亦 可 以 得 出 。 
4. 板 的 有 效 宽度 与 折 减 系数 
前 吾 说 明 ， 板 在 后 大曲 时 的 应 为 不 再 为 均 句 ， 而 是 板 边 应 力 大 于 板 中 部 应 力 。 这 种 应 力 
分 布 的 不 均匀 性 可 用 板 和 的 有 效 宽 度 求 表达 。 
ШЕ ЕЕ ЛИГИНИН съ, ЕЗ: 








_ _1_ [1 _ Ещ b 
бт = pi (otdy= р f oY) ау (10-112) 


得 没 板 边 的 最 大 下 应 力 为 0 (参看 网 10-48)， 并 引入 一 个 相当 的 板 宽 bo WERE РНЕ 
Ж: 


oub= сй, $ b= та» (10—113) 


НЕЕ о >, Ж 0, 05 ЖЕШИН о = оъ, Wib, РА Б, ARERIA 
架 能 承受 同样 天 小 的 压 庶 力 的 话 ， 板 实际 起 作用 的 那 一 部 分 宽度 ， 并 称 为 “有 效 宽 度 ? 
(effective breadth). 

НЕО ШЕЕ ОЕ СЕЛЕ, MARIRE RMIT Руль 3 
此 再 引入 一 个 板 断 面 的 * 折 减 系数 ”, 其 定义 为 


ве = gm. (10-114) 
т 


RE „ЕЩ ШЇ =1, Е ТИИ УЗИ, ВО EMB 9 СТ, 表示 板 断 而 积 
打 了 折扣 ,不 是 爹 部 有 效 。 册 此 可 知 ， 板 的 有 效 宽度 Р. 53835 $ вЫ Ж ВАН E 
的 性 能 ;5, ВОт Р, БФ 正 接 近 于 1， 说明 板 后 届 曲 的 强度 高 ， 反 之 则 后 屈曲 强度 差 。 

和 板 的 极 痕 蓓 重 确 息 一 样 ; 如 果 能 够 求 得 板 后 届 曲 的 应力 状态 , 邢 术 有 效 宽 虎 与 扩 减 系数 
都 不 难 算得 。 但 可 以 发 更， 疗效 宽度 与 折 减 系数 都 将 随 着 外 荷 重 的 大 小 面 变化 ， 不 是 常 值 。 
当 板 达 划 极限 状态 时 ， 则 前 述 卡 门 公式 中 的 2C 就 是 有 效 宽度 。 将 吾 =2x10 N/mm 及 
с, = 240 N/mm? 代入 公式 (10-106) ,得 


2с2°60ї (10-115) 
УХ МОЯ ЗЕЙ Л 09 Pay aR Е, ЛАШЫ ЖЕЕ ЖЕ В Ж ле E n Е 8 


的 。 
在 船体 鱼 构 分 析 中 , 受 下 板 的 折 减 系数 主要 用 于 船体 总 强度 计算 中 。 在 船体 总 弯曲 时 ,四 
板 和 底板 都 焰 受 到 压 应 力 ,这 时 医 总 弯曲 压 应 力 小 于 板 的 交界 应 力 , 板 不 失 稳 ， 它 将 与 它 的 骨 
а НТ, 如 果 总 壮 曲 于 应 为 天 于 板 的 临界 应 为 , 则 板 失 稳 , 板 将 把 一 部 分 从 前 转移 
到 它 的 肖 架 上 ;此 时 板 不 再 定 全 有 效 工作 , 域 板 的 斯 隔 积 要 打折 打 。 
А, 0109-1145 9 iW ЕАН X: JE ВНР В 
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МНЕНИИ, ЗЕЕ НН, МОЛИ, НИ 
FARAR TERBEN. 

ЖП ЕНЩ ИШЕ УУ) yi ЕГИ РА 10-46 中 的 阶梯 形 曲 
ВА. HAERA nb 的 一 部 分 板 ， 其 应 力 与 骨架 相同 ， 即 
等 于 zf 概 中 间 寅 度 为 1- 7 沁 的 板 ， 其 应 力 始 终 保持 为 板 的 
临界 应 力 o.:， 显 然 这 种 代替 是 能 够 做 到 的 ， 只 要 选取 一 定 的 
n 值 就 行 。 用 于 材 边 宽度 为 nb 的 板 与 骨架 的 应 力 相同 ; 邑 它 与 
骨架 承担 同样 负荷 ， 或 它 与 骨 课 一 起 有 效 工作 , 故 称 为 “出 性 构 
件 ?， 中 间 的 板 则 称 为 “柔性 构件 ”。 设 板 的 有 效 宽度 定义 不 
变 , 于 是 有 





Oporto tl- Db=o0b= 00, 





或 
$. =15+ (1-18 Ser, (10-116) 
G 
现 重新 定义 板 的 折 嘎 系数 ， E 10-46 
p= EE (10-117) 
т 
则 得 
b.=nb+ (1- op (10-118) 


ВИ. PET EE BIR ‚ДЕЛЕБЕ КТЕ ДЖАН ЖЕН ERA (RIS IEE rB), 并 
且 只 要 知道 板 边 的 应 力 o 就 可 求 得 护 减 系数 当 。 此 六 盟 然 与 (10-114) 式 的 加 有 所 不 同 ,但 它 
同样 可 采 来 次 示 板 的 后 周 茧 性 能 ; 当 交 =1 时 ,56= Б, РЯ, 29 р А,Ь, <В, 板书 经 
З ВН, ЕРЕ ВЕ В РЕВЕРС Е, ОЕА РЕНЕА р" 后 才能 和 刚 
性 构件 同样 工作 。 

下 面 的 问题 是 要 确定 刚性 构件 宽度 рр 的 大 小 。 理 论 上 说 ,此 宽度 也 将 随 着 外 荷 重 的 大 小 
ШЕЕ, ЛЕНЕ (H. Ф. Папкович) Ф 经 过 分 析 选 取 了 一 个 E AE y 
减 系 数 与 不 同 大 小 外 载荷 时 精确 的 折 减 系数 当 误 差 为 最 小 ， 即 用 最 小 二 乘 方 的 方法 求 得 
3; 其 结果 为 








(а) ‚ (b) 
8 10-47 
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WERGEA (10-47 а), б = 0.446, 于 是 有 效 宽度 为 


b, =0.44а+ (ф-0,44ауф” {10-119} 
对 于 维 骨 架 式 板 ( 图 (10-47 b), п5= 0.44 b, РЕЖЕ 
Ё. = ф „44+ 0.58 by (10—120; 


总 之 ,不 论 是 横 肯 架 式 还 是 纵 肯 架 式 的 板 ， 都 认为 板 每 边关 性 构件 的 宽度 等 于 0.22 售 的 
短 边 长 度 。 存 实际 计算 中 ,有 时 为 了 方便 ,又 将 此 宽度 取 为 短 边 长 度 的 174, 
所 得 的 有 效 宽度 公式 在 船体 总 强度 计算 的 应 用 ,将 在 《4 船体 强度 课程 中 叙述 。 
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10.1 ББТР ДЕНЕ, НИЕ У, Р o = 240 N/mm*, 
a) ЗЕТА НОЗ Е, ERR No 12 КИНИ, 长 3.5m, КЛЕ BL 29 16.7 сш", 扶 强 材 间距 
15 сш Е 20 cm, 
МИННИ 1382429 No 10 球 扁 钢 . 间 距 50 со, 2 ш, Тб, 
20,2 ЗЕТА В ЛЕШ АНЬ ЕНСЕ RAN Р 来 得 到 。 例 如 ， 当 1 = mm， 
P =300kN 时 ,可 选用 的 钢 项 管 形 支柱 的 剖面 尺寸 为 , 二 
| 15 П = 159 ша, {#=9 шт, ТШШ А =42,4ст°, WFE 
p" < n o 半径 r=5.32 cm。 试 计算 此 支柱 在 受 压 时 有 多 大 的 安全 
и 系数 ? ЗВ с, = 240 Мутал, 
ы овое 10,3 РВ ВЕЕ, 若 其 断面 
КЕ 10.1 PIR, =0.4o Га Га 
В 10,1" ЯВНОЕ НЕЮ, 
区 ,4 用 方法 分 别 导 出 图 各 .2* Ж 10.3° НАРА (ПЕ О). ЗН 
H: J0.2° ЕЛЕ hst, ДГ, 


r 
L. 


五 



























































图 10.2° PB 10.3° 
10.5 用力 法 解 图 10,4 ВН TAE TEE Ba h= 21, L = 851, 














fr f, 








10.6 810.5’ 3- EREET ЕЕЕ AS БАЦ, ЖЕНЕ ДИЕ Ж А = 
HB/(28BEI1)。 试 用 能 量 法 求解 其 稳定 性 ， 

а) ER- ARREA E 

b, ЕЕВС, СЯН ç PAE 

с) PEFFER ЗС Е А Е, A? 








El 10.5" Е  10,6° 


40.7 ЕЁ 10,6° ПЖ, ЕЕ Н ААА Д ТЕ О» А =20сш?, 
i=1000 cmt, KEA 31= 15 ш; 横梁 的 断面 惯性 矩 为 了 = 15000 cmt, 长 度 为 上 = 6m， 

а) ЖШШЕ ИРИ ҮЕ Ж К. 

b) ЗЕМНЕ ЕТА, ТРУСА СЕНЕ НИЕ КАНЕ o = 400 N/mm’), 

с) 北 纵 凤 能 承受 的 最 大 压 应 力 为 多 少 ? 

10.8 ”计算 某 船 的 甲板 板 架 , 求 出 围 概 板 架 的 临 诽 应力。 已 知 , 灾 架 长 度 工 = 和 2,5m, W Е В=бы, № 
RRE 1=2.5m， ЕЕ b =0.5 m, ЕЕ Г = 5000 em4， 纵 骨 爱 带 板 的 断面 惯性 矩 及 断面 面积 























分 别 为 1= 1250 ошї, 4 =61.05 сш, В НН, 9 ЕЕ, Же 05-2 ; 材料 的 


ШЫН ov = 240 N/mm?。 
10,9 ARESA 10,7°(а› A RS E E ИНША, ЭПКИН 10.7°(b)rh А+] 
Зач ZI K. ту 了 =0.81。 











图 10.7” 


10,10 HAMARRE ANR ПИН 1.2 m „+ ЕЕ ЗУ 0.7 m, SERIE АУ is: 
到 gy=240 Ма? РЯ y Л? 





хя 


10.11 ШАН, ВИН 2,2 ш, ВАЕ ВОИН ош, ВЕНЕ Ж 
2mm ARHAR AEE ЕН S А В З ТИЕУ Е су = 240 N/mm", FAE A 用 Мо,12 3 a 
Я ТЕ ША: 11.16 сле, PAP E Ei TEERAA K? 

10.12 ЖЖ Мо 18 CZAR MR: SR 94 х10 mm’, 1945 180 x 6.5 mm’, KE 2m, 
两 端 自由 支持 在 刚性 支 座 上 , 梁 上 受到 均 布 葵 重 4=40 kN/m, 

а) КЕНТ. 

b) ЛЕТ ЛЕНИН ИЛЕШ ЕВ Л ЕН КЕЛДЕ, 

c) PE TA RIEA РАЈЕ, 

D RRR EES MERASA E И A EA ТЕЁ EE. 

10.13 试用 能 是 法 求 图 10-32 刷 所 示 的 三 边 自由 支持 ， 另 一 边 完全 自由 的 受 压 矩形 板 的 临界 应 力 。 计 
算 时 板 的 挠 曲面 形状 可 到 为 












































-4Y o, II 
wz,y) A g sin — 


并 将 结果 与 准确 解 比较 。 
10.14 НЫ А Г ЕВ, НН ЕЕ] oz (图 10.8°), RRE 
为 t, а АЕБ ЕН Г АН ЖК ЯН Л, ИРЕНА 





wiry} = An sin - sin — 














图 区 .8” 国 10,9° 


10.15 АННУ ЈАЈЕ O 10.9), Lla = 80 cm,b = 40 cm, iF t = 5 mm ЖЕНИЯ 
均 布 压 应 方 ,cz= 90 Мао", ТЕЙЛ SOS EJE AN т= 120 N/mm:。 试 问 ， 

а) 游 板 单独 承受 т ЕЛА 

b) 游 弧 单独 承受 z 作 用, 是否 会 失 称 ? 

=) BEREH о. 及 工作 用 对 ,是否 会 失 稿 ? 
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附 


录 


附录 A” МАНН 


说 明 ， 
1. ТЕЙ ШЖ rH 3KH ЯМЫ, 
- FRKE; 
&—} КО БИШК, Т ЖАПЕ; 
三 -一 一 材料 的 弹性 模 数 ， 
:一 一 梁 的 断面 忆 性 先 ， 
?一 一 其 的 挠 度 , ВГ F ЖАПЕ, 


8 一 一 粱 断面 的 转角 , 顺 时 钟 方向 为 正 ? 全 .加 分 别 为 梁 左 , 右 支 座 断 面 的 转角 


民 一 一 梁 断 面 的 弯 矩 ,在 左 断 面 道 时 钟 方向 为 正 ,在 右 断 面 顺 时 钟 方向 为 正 ， М.М: 


Е НИНУ, 


М ЖЮ 8177, ТЕЛЕЕГЕ F ЖЭПЕ EA ВЕН. Е ЖЕ 








Ё,,Ё, ЖЕЛ, ЖКН ЖИК БЕЛ, ЕЖЕ 
4g 一 一 梁 上 单位 长 度 的 分 布 荷 重 ， 
人 @ 一 一 梁 上 分 布 匣 重 的 总 值 ; 
也 一 一 梁 上 的 集中 力 ， 


чх ЕКЕЖ НЛ Ж. 
2. ЖЕ ЕЕ ЖОЕ 


















































3。 弯 曲 要 素 表 的 公式 中 ,符号 1 后 的 项 仅 用 于 z>c 的 断面 。 
ЖА-1 ЕЯЖНЕНЕЖЕ 
вњ ———raa ) жгтттытЗ+З+««—<««««.«,Ыю‚ЯУА ЕТ» 
№ # Е JÜ sÑ | нша J ® д Hb Ps E 
- УЕ 一 
РВ 3⁄ 3 PB 
1 — |! "ВЕРЫ ( 177) ] ЗЕТ 
= - _. ' - _ | —- 
л! 
myi тц? 
| 2 ü | Ë a $ Ш ов 
з | Нин s=. ерат (6-44-44 ЕТ 
| Г 9 3 z 3 ga Е 
3 
4 [йы v= s ET Fa (10-10 +5 f - га 922 
| 





































































































£ 
ш. IAS ITI их, 
wi = МЕ = 59 ЕР =( 7 32 — 
_1_ $ 779 
Е = (z-D L =й IIE = = = 1 
т) = ($) | 
но | 
; z 
ў a 
[LC yx) + 21) | 
-= 1 zl, D 3129 
21 - = И 113 sg- eó ( =: 2° 8) ] et =a { 
d= ШЫ фэхъо ш wa 
| 
а (у =) [© | 
Z saty 1 =б@— =19 } ш == 2 
l =i z ия _ — s — 
#1 =4-28 ea D BT A север TP) I 
i | z _ 1 Ія 9 L xo H ， 
та =" mpenn (2+1) рт = L ‹ p-s Xat | 9 г 
ЕТА _! gda a. oal уул 15198 _ 
ча O | Wa FPN | (ү) ga =Y (чечас q Га = . а 
| 7 = 一 - "| 
чих р H Ena ных ЖЕТҮҮДӨ БИГ ЕЕЕ ENEH | w 














33 RH Slam ЕКЫ -уз 
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ТЯ E yz 
| зө ч 7) 
E gy ие IAY _ _ xf Р.А ЛЯ _ Hororo 
== -CIN | в 219 = Ca О 
|. 2—1 
і 15$ _ 
4-2 ama = (2) 
1 i f 9 Н т |1 H 
тд =a ' Еа. L 2-х )® |+ 
; oy 1 Ія9 _ 1.87 gI? a | 
"т ®'& CPi- z a-s (28-1) та = Е; 98-1) x | рт ~ 
! 
| [Сура | 
| | 
1 $ 9 1 
а = хт + Е етө (5-5) пк |х | 
1 了 _ = 'Я9 JHE .了 і 79 | 
HE (x l)us=g Tag п 516 (x I) z 1] 2 | 1 
куш ЕЯ унш а ВЕ: | латат уя 
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| г Ө | 
' ( Het f* 
TH „efg р 
78) ә =9 [еек + 
g 1:9 1 dral 1 
( P “Do="y [ (®- жу? 19 £= х (76 0- 12 $- 
1 8 _ ' sj t O O ra ITOO 了 F яо _ | 
от я ло =W | 5941) ‘цб = 29+) 4 о =“ 
! 
| ІЯ хеш | 
， т е ПОЕТ б = х= | 
а= пө 4746 инш оек 
8 10580@1°0===ду ТЯ 081 а Ія OST 
былар | ә. БЕК то 264-0 Eont =a 
ò Hreno 0ф=0 к чо 1 ( 1) 9 - ! | 
/| © | 
1 
«(2 зт) i Ë 
пя _ _ че! 一 
' nö T5 i 
z | і 1 9 ь | 
(1) oy | „(5+ (> - [ so r) ”十 (= pe- | wa + 0 一 | 
i | 1 k 7 
18 _ 8 аы 1 МУР _ аР. рая ' 
dq 1) 35 = | orth чо =10 т ort уру = | L 5 
一 —— —- ' - 二 一 - - —!-- — 1 一 - 
HHX шщ & жо ШО ниве | БИР НЕ ET EATEN 











一 CoO 





ЖА 一 端 自由 支持 ,一 端 图 性 固定 梁 的 索 曲 要 素 表 



















































































i 1 
地 NEERSBENIE | Р ТЕГЕ Ku | ARERI 
в. 一: 7 - 
_ P ав _ Pa 
„дшн, Т 
ó s: а 
А х0.) х(3- 2) 
| -(1- 352+ а) + +J | ; ' Р ! 
+10625 \ 当 a=b = 时 Hasbsgi 
Mr = Š ру F = 5Р 
ма=ь=- 18 217716 2 1 
1\_ ТРИ 
(> )- ВЕТ 
-QË 22 _ 5х 
ME Ë + “H M = St | кю,=50 
+2) 
Qp | 
| "(+ )= 192 ET 
w m= 0.679 I 时 
| _ Që 
щих = 185 ЕТ 
= Ë д? Mi gai R = 903 
"ДГ [ГР L -( 8 8 ҮГ 
я) Ка 0-р) 
3 ` 
+705 I -45 +27 +С | 
-үн)1- ' (7 2) | 
au 
у. QP 
С) = 13-9 т 
Щщ х=, 652 了 时 
gor E 
209.3 ET 

















ТЯ PSS z 
#9 7 Cpe 
























































РА 1 
— -ziyil пе pi = T 
Ə З= 19 ЙЗ И 1 1 tz 
СР и Ту -^ 
1 1 НӘ 
2-96 Р sl = (0)2 
© 
1 КІН 1 m! 
[Саи tit Сы) + ыл" Г? 
{== 47 ИИ ии а da а =“ 
TFT _ 
= (т) == 
z 9 
тар =a "ЙИ 机 了 = =? т 
Eug- Ө с aJ _1Я% Ë ~ 
н =r k Myageri т 01] Or I 
= _ — _ і э! H H 
da(p+q%)% EY Че “W С вх) | (т 9128 — 
a t 1 vl. algi 
dtr eyg = digo “IRW DES rz єў а а 
БИГЕ НЕ ЗЕ тҮ ӨГ W 


ЫН ш Ж 





ЖаШ ЩЫ 





а ГЄ 


ЖЕНЕН т-у 
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+ 581) z5 "ИІ 


werth -全 -= 下 








{sl+ 


[G+ уу) + 


时 o 
178 


_ l, №] 1909 _ 
р +z] r} © =4 




































































ГУ 986 хз ' 
в? | 
Шайбек | " 
a I (2 | 
в И йө "(1 )° | 
б 1`0= 527 ат 1 
аг, _ 14108 _ | 
б=т ө “И (2+5 * 7х ый 
1 
了 pih 1 
> ( 28-7) 505 ЧИ 15 ) -C+ ' Y 
Les ‚М. 1 І 1 | 
zp Ñ > с) ë =" ‹ т? 5+ 73-9) 17 +( + үр 2- 可 
ил ео П уг 
( 20 р? z) 05 10 28 9) oD = z) ты = ATE ca | 
— | ° 
к 加 ш Ж ДЕШ ЖИМ ҮТ Bir gra Егу ЯР Цу N 
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符号 
— «ЕІ — AEI 
а= —ү- =; 
Г’ Ë 
а НЕЕ, 
4-— Уи, 
Kasat Азта 
К,-3а+1, 
| 
| a pipe == 
[i m Ж JÜ 2 i ГАЕС Аа h) ; ШЕН (C A= 0) 
Pl 1 тЇ 3P 1. 
: 72 к\ё) 18 Ж, 
Раг b b | Pab Tv b 
2 go A+ S G+ )J | £ K. (1+ | 
рі (=, 1 P 1 
z (АТ з Ж 


нъ 








| : 
Пт QI _1 (в. Q 2 
а I 5 K; (54+) 18° Ko 
А | 


г i 277 | 
Í А ， 
1 + — b Q { b 2 
| ， 全 4 буу ЗА (1+-1-)"] S (1 -р) 
бя 











4 Xa 


иг г \ ! _ 
i ' I Qi 1 ; Q 1 
“Ыы ! VL 1 (12441) к, 




















ЖА-6 ТЖ ЖЕШ e ЖИШ ye B T % Xs 


符号 ， 

















а= T ' = — r 
Gi 一 一 梁 左 弹性 固定 端的 柔性 系数 ; 
a,— ПЕНИЕ, 
={р+ 1 
K=(a, 30+ 5) 36 * 
п ЕБ Е м 9 ЖМ Жж s M; 
1 o- P ` 
| а: 
al 4 一 — 
п" Нур | жр 
Р Pab 1 
l | e Са) м LOHE) 











єт 
В 
“о 
— | 
==> | 
н i 











tr 














<(®+%)-(а+р)] 





Р{ 一 
з (+4) 














5 (+2) а 


+5.) 2-1 (1422. 








Шз 


9 кра 


25 _ 22 1 5 
tT 01+)" ] 





附录 B 单 跨 梁 复杂 索 遇 的 弯曲 要 素 表 及 辅助 函数 


说 明 : 

1, ЖА ТЯ. 

了 一 一 粱 的 轴 向 拉力 
Т*——— АЕ 27; 








JT pa T 
k= ET k "СЕТ! 
t= =, и®= EL, 

其 余 符 号 同 附录 А. 
2。 梁 受到 对 称 于 跨度 中 点 的 荷 重 作用 时 ,坐标 原点 在 跨度 中 点 ! 其 余 情况 下 的 坐标 原点 

ЕЕ, 

3. SAER В-1, E В-2 中 的 辅助 函数 公式 及 其 数值 分 别 列 在 玫 了 -3. 表 了 4 中 。 
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ЕЕЕ BB (CS ШШ жЕ 


_ ) I _ пч, «(ит _ паш 19 
#877 b р I I Др | хуча + er -) в T’ 
-- 一 - | 一 —-— - 一 -- —- 
сеж) 045 эү + Кн ng ') Я _ =o Г (п—х)й-(0-хузцы + 
пе 7 ngs i ИСТ | pH (mz)IT 
24 ца фу цз а= ‚ 9 Че T т) a 10 [эйе ` Т Па =а 
| | | | 
9 
| (пуса 4 9 ор | м 
_ Ант: | (®-1Й 
Ія Ја US ҰЯ 
пут ЕТ Y _ 
т 10 (Dawa j =a 
_ - 1 --=-— — - 
АЯ 786 _ 
(яту Юю T =(0)4 
aal с. I 
р-н - [ 
РЕ 
(my "S (D I 
_ Ш Бл _ иат) 15 =° 
| | _ —. 
: | іЯ ҮЧЕ _ 
， (не /- gb 9 “020 
z 
| L Сека ~ ен) 1-4 
(myoa — (у ' TH _ nya (на 
_ Р OM _ р =10-=10 Т- уч J "m =а 
ДЕ | Е H ш H Есе е; 
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I—-g Ж 











ом 
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|, aM nu ATELY EY ela | 
一 L Fr с) zl =% | 
в 2 2 
„#6 _ _ „# чаа _ — — 
Ху (+ = x | 3 T 
них г "019 Hsn M SUDI ОН ОГ: a TT та] La elt DLT. b 
аще)" =й 和 в 5 st raue а) a 90 | 
{(2—® уу US — 
L z 9 | T у 二 | 
{®- хуузу ща | 十 HZ „пз (Еш) {®- уут | + —— _ 
L у | ря - Бур шв ) та — = 50 "1 БЕТЕ 7 ў 
DIS O ~ #7 = s ( „# {тз an DIA d 
3 = я # UT п "7 =, 
кир фы 08 M ТҮС = us ): "ЫЯ 0 ХБ Q 3 тив ЕР 2 
F 
Сап) 24-228 „сө (2-1) - 
一 —*_— ( £ 
r TIE __ 1.4 us. КЕС 
у ар TE («ре ЦЗ m 28 № 
一 一 - 一 一 - 一 . 一 жа. = -—--- n - 一 - 一 - -- 一 一 - -= 一 
r ТЯ 7% _ 
(эй {Чу p 50 - 
а! z #54- nwa 
Cna- TON 一 + 一 一 — = 
x _ z К,” ОТ. b 
(лу, $ 27 (иг вай 00060 +19 =8 
ҮЕ 
- (у 5 га = (0а С 
Генева» грр 
. | 
8 pZ „Я 602 [ b 
Сон) до By = = Сон) B ЁС „ө. „тө т е 2 18-а 
—-—. 一 - —— \ -= 一 一 一 =- 一- 
в; = мя ЭГЕ АСНЫ ВИ Саң 














е ШО ЫЫ 





HSE б-Ч# 























#B-3 яа НИ (ШЕЛ) 


REAA: 


_ 24 Í = 1 

от -1) 

pate) = (и) =-35 (u — thu) 
_ В u 

тш) =-б(1- ET ) 


= 23d 4. 
$. (м) =Ж(2ш)= з ( +h 2 


Вор = (= -һ-®-) 


5) 





= А 1 
(9) =Ф(2ш)= E бе) 


























# f) | | oo pln) хи) 
0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 
0.5 0.908 0.976 0.905 0.912 0.94 
1.0 0.711 0.809 9.104 0.34 0.939 
1.5 0.532 0.317 0.511 0.188 0.318 
2.0 0.380 0.115 0.381 0.673 0.8% 
2.5 0.281 0.617 0.288 0,583 0.136 
3.0 0.213 0.529 0.200 0.467 0.612 
3.5 0.166 0.453 0.153 0.388 0.84 
4.0 0.132 0.388 0.120 0.320 0.563 
4.5 0. 107 0.2% 0.091 0.267 0.619 
5.0 0.988 om | 0.019 9.224 0.480 
5.5 0.014 0.254 0.066 0.189 0.446 
5.0 0.083 D.223 | 0.055 0.162 0.417 
. 6.5 0.084 0.197 0.041 0.159 0.301 
т.0 0.041 0.15 | 0.041 0.121 0.367 
T5 0.041 олњ | 0.08 | 0.106 0.341 
8.0 0.036 0.141 | 0.031 | 0.093 0.321 
8.5 0.032 ват | 0.0% 0.083 0,311 
9.0 0.029 0.115 0.025 0.014 0.296 
9.5 0.026 0.105 0.022 0.068 0.283 
10.0 0.024 0.096 0.020 ом | 0.210 
10.5 0.021 0.088 0.018 0.054 0.269 
11.0 0.010 00 | 0.011 0.050 0.245 
11.5 0.018 0.078 0.015 0.045 0.238 
12.0 | 0.016 0.089 0.014 0.042 0.229 





R 5-4 £ 33 Ë 0 EA (Sh ДОЛ) 


BRER: 
и 24 E _ _ (人 1 _ 
Fiat) = (1 f 9 1) Ф100) = 2 (а 1) 
у * * 
У = НО) = Še (tg u” и») Вы) = 21, (9 -=) 
ИИ (_ ut _ = 3 (у. 
рае) = (эри 1) (иё) = us: (1- г») 





3 1 1 
PECH) = X4 2u") = Ds (э tg fn" ) 
` af 1 1 
и = (2) = реа) 


et 

















ut ф1(и*) | х*и*) | ИНО 
| i 
— | Е i _ 

0.00 | 1.0000 1.0000 1.0000 
0.50 | 1.0300 1.0171 1.0258 
1.00 1.1304 1.0787 1.1113 
1.10 1.1617 1.0912 1.1879 
1.20 1.1979 1.1114 1.1686 
1.30 1.2396 1.1345 | 1.2039 
1.40 1.2818 1.1610 1.2445 
1.50 1,5434 1.1915 1.2914 
1.80 1.4078 1,2266 1.3455 
1.10 1.4830 1.2613 | 1.4085 
1.80 l 1,8710 1,3147 1.4821 
1.90 1.6750 1.2704 | 1.5689 
2.00 1.1993 1.4365 1.8722 
2.10 1,9494 1.5157 1.1967 
2.20 ! 2.1336 1.0124 1,9492 
2.30 2.3841 1.1325 1.1302 
2.40 2.6595 | 1,8854 | 2.3822 
2.45 2.8404 1.9783 2.5307 
2.50 3.0502 2.0864 2.1021 
2.55 3.2984 2.2125 2.9043 
2.60 3.5890 2.3617 3,1435 
2.65 3.9422 2.5415 | 3.4320 
2 TO 4.3766 2.1813 3.1883 
2.15 4.9233 3.0388 4,2317 
2.80 5.8315 3. 3084 4.809 
2.85 6.53665 | 2.8774 А 5,5552 
2.90 1.9343 4.5150 | 6.6798 
2.95 9.9915 | 5,5815 i 8.1505 
3.00 13.506 Т.1685 ， 11.201 

3.05 20.883 | 11.031 17.168 

5.10 45.923 | 23.566 ' 31,484 

x со | со оз 
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—- T 一 一 一 一 一 一- 一- А — 
u* 0 0.10 од 0.30 0.40 0.50 00 0.10 0.80 
ру (t) 1.000 1 1,004 1.016 | 1.038 1.073 1.117 1116 11.255 ， 1.381 
fatt) 1.000 1.004 1.018 1.037 1 1.040 1.114 1.173 ° 1.250 : 1.385 
=-- = 二 一 一 -一 — ——-- = 一 = -== —- - 2 _ — = “二 -= 一 二 | 一 一 一 шшш 
к" 0.90 100 б 1.10 1.20 1.30 1.40 1.45 | 1.50 i -5- 
i -- | -| | - 
print) 1.504 1.104 | 1.98% 2.441 3.240 | 4.938 | 65.90 | 116701 = 
' 1 | ! 
Ў(а*) 1.494 1.696 | 1.962 | 2.400 3.181 | 4.822 6.180 | 11.490. = 
附录 C 弹性 基础 梁 的 弯曲 要 素 表 及 辅助 函数 
Я: 
TI。 采用 下 列 符号 : 
一 一 弹性 基础 的 刚性 系数 ; 


a k 1 
а= TET’ u= 
`А-— ЖИ EC ЕЕ А 863 
其 余 符号 同 附录 A. 


2， 唆 受到 对 称 于 跨度 中 点 的 茶 重 作用 时 , 代 你 原点 在 跨度 中 点 # 其 余 情况 下 的 坐标 原点 


ЖЕЙ Айт, 


3, GARREC- HÉA У У.У... КРК, kis ЯП С-3 h ШЕЖЕ 


C-1 {И ЕШ КУН ЭЕ ЖЕ С-2 中 。 
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(my Í ¿QN (пуза ту = Ay Ad А a" x К 
T. | г 9 taez — |м. = 5 Ы 
njiga =(0 Жый _ A 
= (пуф za —=(0),в a 5A | 
[Cm os AHT A— DEA уб Aln <= 
a ну ={DN i { (0) Г (wayta Е 
Со (рр | oA (оу, 
CoB = ФА | жир “Фе (уо дн j- (ze) TAX 8 
| ， [ (туд (я arany Л} 一 路 = | 
-. 一 =. | T т —-. 
ОА 
[Om ОТАН б д(#%@)%4— | 
1 : 
м 0 | (атуда @/У@— (лб А] Бе =бү | 
ONT ap SUN (тунлы = 1) | 
| ‚ [Cn DEAT д CH АСУ | ‚ 
01 | SI ' ` 
(луб ур — = (0 | ть ={0 7 | (m лд» Z /“2— (82)° A] 25 = ' | 
1 | — 
| [ (хю)убдер Er) ДЕ + 
| | 
и? 2174.8 
| | DLA 人 
и 
i | Е I I 7 
f WW GW ¥ H šE : ниш 3 ЖАКАН ЯНЬ Я ОШ a al 
г> 1 Y> R 4 
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# С-2а 弹性 基础 梁 的 辅助 函数 






































н | фои) | pila) | хоби) | xaku) | хаби) | роби) | ув) | palu) | поба) нба) 
al ia imi im lio ае! 
0 1.000 ， 1.000 1.000, 1.009 1.000 i 1.000 1.006 | 1.006, 1.0001 1.000 
0.1 1.000 : 1.000 1.000 : 1.000 1.000 | 1.000 1.000 1.000 ' 1.000: 1.000 
0.2 0.390 1.000 0.999 i 1.000 1000 | 0,993 0.999 0.999 0.999 1.000 
0.3 0.993 0.999 0.995 | 0.399 : 0,999 | 0.997 0.994 | 0.995 | 0.9% 1.000 
0.4 | 0.979 0.998 0.983 0.993 0.997 | 0.990 0.980 | 0.985 | 0.987 0.999 
0.5 ‚ 0.950 0.890 0.959 0.991 0.993 0.976 0.951 | 0.9651 | 0.9558 0.995 
0.5 0.901 . 0.979 0.319 0.982 | 0.985 | 0.951 0.906 0.925 | 0.936 0.988 
от | 08T ` 0.961 | 0.895 0.987 | 0.913: 0.316 | 0.838 | 0.866 | 0.882, 0.978 
os | оли 0.935 | олы | 0.946 | 0,958 | 0.868 | oar | 0.791) 0,828] 0.991 
0.9 0.619 0.899 . 0.689 0.917 0.931: | 0,812 0.041 0.102 | 0.155 | 0.948 
1.0 0.448 : 0.852 0.591 0,818 0.899 „152 0.529 0.609 | 0.618, 0.920 
t.t 0.350 | 0.795 0.494 0.330 ' 0,859 ‚892 : С.420 0.511; 0.602 0.889 
1.2 0.212 | 0.128 | 0.405 | 0.14 | 0.813 | oesi 0.32: ' 0.4311 0.531 | 0.856 


.588 | 0.297 . 0,357! 0.314 
„542| 0.167 ! 0.294 | 0.4T | 0.769 
.503 | 0.114 | 0.21 | 0.3131 0.123 
410 | 0.073 + 0.2001 0.337 | 0.681 
—0.052 0.355 | 010 Oat | 050! 042 пр | 0.16 0.308 | 0.639 
—0.081 í 0.254 | 0.101 0.384 | 0.483, 0.417) 0.021 | 0.138 | 0.285; 0.598 


0 
0 
ü 
0 
0 
Ü 
0 
0 
0 
—0.102 0.201 | 0.015 i 0.328 0.433 | 0.394 0.006 0.116 | 0.265 | 0.551 
0 
0 
Ü 
0 
Ü 
0 
0 
0 
Ü 


= 
ын 
= 
> 


0.118 | 0.653 | 0.327 | 0.12 | ОТЫ 
0.100 ` 0513 0.282 | 0.045 | 0.15 
0.037 | 0.492 | 0.208 | 0.576 | 0.648 
—0.013 | 0.411 | 0.164 ' 0.509 - 0.59: 














—0.111 | 0.14 | 0.002, 0.2189 : 0.397 | 0.376 | 一 0.003 | 0.099 | 0.249 | 0.527 
| 0.133 | 0.05 | oas | 0197 | 0.32 
0.195 | 一 0.009 0.021 | 0,136 0,2% 
0.121 0.051 | 0010 0.092 | 0.226 
| о.да | -oor | 0.003 | 0.080 | 0193 





224 0.489 


= 
ны 
— 


—0.007 | 0.012 
.313 —0.0 ! 9.055 0.204 0.424 
1289: —0.008 | 0.043 0.189 0.387 
.288 | —0.006 | 0.034，0.177 0.355 
—0.098 | -0.988 0.002 | 0.038 ; 0.167 
-0.081 —0.087 | 0.000 ` 0.023 | 0.148’ 
0.034 ; 0.082 0.000 0.012 | 0,129, 
—0.049 | –0.073 | 0.002 | 0.008 | 0.115 


—0.035 | — 0.053 | --0.002 0.002 0.104 


2250 | —0.003 , 0.028 | 0.166: 0.333 


2234 —0.001 | 0.023 | 0.311 


0 

0 

0 

0 

0 

0 
еш 

‚221 0.000 0.0191 0.147 | 0.293 

олла 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 





Pr = э; ч ч э гә гә гә 
> ш с ж м © э ш ж s ш G m w t SZ ш ы за ә ал x `“ 


0.278 
.132 | 0.263 


| 
208! 0.000 | 0.018 | 
197 0.000; 0.0141 
Н І 
188| 0.000 . 0.012 


=> 


.125 | 0,250 
„119 | 0.238 


—0.024 : —0.052 1 一 0.002 ， 一 人 .001 0.094. 


—0.015 | -0.044 | —0.002 ` —D.002 0.085 | 0,119 9.908 0.010 


0 
0 
0 

— 0.031 | —0.001 | -0.003 · 0.073 | 0.171 0.000 0.009 ди 0.221 
0 .109 | 0.211 
0 .104 | 0.208 
0 


.100 | 0.200 


一 0.008 
8.002 | 一 0.022 | -0.001 '-0.008 | 0.071 
0.001 | ~0.015 |-0.001 | —0,002 | 0.066. 
0.004 |-0.009 | -0.001 -0.002 0.080: 


оо уь Ë уры 


‚163° 0.000 | 0.008 
.1561 0.000 | 0.007 ' 
0.005 

















„150: 0.000 


=“ нь 
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—n HT ижшие жити 
































а м(и) | таба) | гн) | Фи) | eau) | 16) | виа) | wolu) | (и) polu) 
一 一 -| —— | | 
0 i 1.000 | 1,000 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 | 1.000 1.000 | 1.000 
0.1 1.000 1.000 1.000 1,000 1,000 1.0001 1.000 | 1.000 1,000 | 1.000 
@.2 1.000 | 1.000 1.000 1.000 0.398 0.998 | 1.000 | 1.000 1.000 | 0.999 
0.3 | 0.999 0.999 0.998 0.994 0,996 0.996 | 0.998 | 0.599 0.999 | 0.996 
0.4 0.905 0.997 0.980 0.980 0.993 0.9951 0.993 | 0.997 | 0.997 | 0.984 
0.5 ' 0.992 0.991 ， 0.955 | 0.956 0.988 0.988 | 0.96 | 0.993 | 0.993 | 0,965 
0.6 | 0.980 0.983 0.912 0.318 0.979 0.3001 0.914 0.985 0,993 0.927 
0.т 0.966 0.905 0.855. 0,884 0.985 0.9657; 0.955 | 0.965 | 0.978 | 0.816 
0.8 0,945 0.945 | 0.176 0.787 0.941 0.944 0.927 | 0.941 0.366 0.906 
0.9 0.913 0.921 | 0.093 0.609 0.910 0.915 | 0.588 | 0.911 0.944 ' 0.121 
1.0 0.874 0.889 | 0.567 0.603 0.870 0.873 | 0.841 0.876 | 0.914 0.632 
1.1 0.822 0.549 0.483 0.510 0.818 0.836 | 0.187 0.821 | 0.580. 0.545 
1.2 0.763 0.500: 0.33 0.421 0.751 0.785 | 0,725 | 0.759 0.841 0.463 
1.3 0.599 0,742 | 0.316 | 0.349 0.615 0.125 | 0.058 | 0,709 0,196: 0.392 
1.4 0.630 0.680 0.250 0.280 0.600 0.664 | 0.610 | 0.640 0.148 0.331 
1.5 0.557 0.619 0.190 0.224 0.525 | 0.600 | 0.558 | 0,511 | 0.695 | 0.272 
1.6 0.482 0.555 | 0.14 0.180 0.450 0.540 | 0.504 | 0.510 0.626 , 0.238 
1.7 ‚ 0.420 0.500 0.109 0.150 9.380 0.418 | 0.47810. 445 0.599, 0.204 
1.8 0.355 0.245 | 0.080 , 0.125 0.311 0.417 | 0.417 | 0.318 0.557 | 0.11% 
1.3 0.299 | 0.595 0.058 | 0,104 0.245 0.954 i 0.384 | 0.526 0.509 | 8.151 
2.0 0.248 | 0.348 0.038 0.085 0.192 0.517 | 0.305 | 0.284 0.470 | 0.133 
2.2 0.165 0.272 0.012 , 0.059 0.104 0.239 | 0.296 | 0.209 0.4021 0.101 
2.4 0.103 | 0.214 | —0.004 0.043 0.036 0.173 0.259 | 0.181 0.348 | 0.080 
2.8 ‚ 0.059 ' 0.170 —10.018 0.033 —0.010 0.135 | 0.22510.118 0.300 | 0.076 
2.8 0.029 | 9.131 1 —0.025 | 0.024 —0.044 0.100 | 0.194 | 0.03% 0.262 | 0.052 
3.0 i 0.009 0.111  —@,030 0.017 | 一 下 .069 0.015 | 0.178 10.0710 0.231 | 0.044 
3.2 —0.003 0.092 —0 03 | 60.012 | —0.088 0.058 | 0.158 | 0.057 0.205 | 0.036 
3.4 | —0.010 | 0.077 | —0.036 0.009 — 0.100 0.0441 0.136 10.048 г 0.183 | 0.030 
3.6 —0.012 | 0.054 ， 一 0.037 ， 0.007 —0.:06 0.033 | 0.125 | 0.040 0.165 | 0.028 
3.8 —0.013 | 0.055 | -0.037 | 0.005 —0.110 0.0251 0.1171 0.034 0.151 | 0.023 
4.0 —0.013 0.048  — 0.037 0.004 0.110 0.020 | 0.108 0.030 0.13т | 0.020 
4.2 ‚ 0.012 0.041 — 0.035 0.003 —0.105 0.016 1 0.095 | 0.026 0.126 | 0.016 
4.4 —0.011 0.035 — 0,035 0.902 —0.105 0.013 | 0.088 | 0.022 0.115 | 0.015 
4.6 —4.009 0.031 | —0.034 | 0.002 | —0,101 й.(10] 0.080 | 0.019 0.106 | 0.013 
1.8 | —0.00T 0.027 | — 0.032 0.001 0.097 0.009 | 0,077 | 0,017 0.090: 0.011 
5.0 — 0.005 0.024 | 一 0.030 ! 0.001 —0.092 0.008 | 0.087 | 0.015 0.090 0,010 
Дым 
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и коби) (и) m(8) , бз(н) Tolu) туби) | отг(н) 
0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 
0.1 1.000 1.000 1.000 1.000 1.660 1.060 1.060 
0.2 0.999 0.999 1.000 1.000 0.900 1.000 1.000 
0.3 0.994 0.398 1.000 0.399 0.997 0.999 9.909 
0.4 0.982 0.992 0.999 0.994 0.991 0.997 0.997 
0.5 0.957 0.978 0.998 0.979 0.976 0.984 0.992 
0.6 0.918 0.965 0.995 0.957 0.951 0.969 0.982 
0.7  ， 0,855 0.929 0.985 0.923 0.315 0.975 0.869 
0.8 0.774 0.883 0.951 0,872 0.868 0.987 0.950 
0.9 0.680 0.827 0.911 0. 508 0.812 0,954 0.924 
1,0 0,583 0.767 0.814 0.729 0.153 0.983 0.892 
1.1 0.485 0.728 0.824 0.640 0. 693 0.918 0.837 
1.2 0.396 0.615 9.156 0.526 0.836 0.898 0.815 
1.3% 0.317 0.528 0.706 0,452 0.587 0,362 0.178 
1.4 0.252 0.462 0.634 0.382 0.542 0.528 0.737 
1,5 0.198 0.376 9.571 0.284 0.503 0.730 0,698 
1.5 0.151 0.917 0.501 0.214 0.469 0.753 0.661 
1.1 0.123 0.2656 0.458 0.155 0.441 0.727 0.628 
1.8 0.097 0.214 0.283 0.108 0.417 0.694 0.598 
1.9 0.076 0.175 0.350 0.071 0.395 0.662 0.574 
2.0 0.080 0.142 0.284 0.054 0.975 0.634 0.549 
2.2 0.039 0,094 0.211 0.015 0.340 0.581 0.500 
2,4 0.026 0.066 0.162 | —0,006 0,312 0,534 0.467 
2.6 0.018 0.045 0.130 —0.012 0,765 0.497 0.455 
2.8 0.013 0.032 0.107 0.01 0.268 0.485 0.412 
3.0 0.010 0.023 0.092 . 0.008 0.250 0.457 0.384 
3.2 0.008 0.019 0.081 | —0.004 0.235 0.411 0.564 
3.4 0.008 0.014 0.012 | —0.002 0.221 0.339 0.537 
3.6 0.005 0.012 0.054 | —0.001 0.205 0.310 0.323 
3.8 0.004 0.009 0.051 > —0.001 0.198 0.352 0.117 
4,0 0.003 0.008 0.051 0.000 0.187 0.333 0,297 
4.2 0.003 0.007 0.046 0.000 0.178 0.320 0.281 
4,4 0.002 0.006 0.042 0.000 0.171 0.305 0.271 
4.6 0.002 0.005 0.039 0.000 0.163 0,293 9.259 
4.8 0.002 0.004 0.037 0.000 0.156 0.281 0.253 
5.0 0.001 0.002 0.036 0.000 0,150 0.211 0.287 























8, (и) 


faln) 


1.000 
1.00% 
1.005 
1.011 
1.005 
1.095 
1.11 
1.259 
1.455 
1.672 
1.898 
2,152 
2.864 
2.588 
2.803 
5.010 
3.212 
3.410 
3.508 
3.805 
4.002 
4.400 
4.200 
5,200 
5.200 
6.007 
6.200 
6.560 
Т.200 
т.800 
8.000 
8.460 
8.500 
9.200 
9.600 
10,600 


1.й00 
| 1.090 
0.993 
0.980 
‚ 0.938 
| 0.926 
0.852 
， 0.144 
0.604 
0.442 
| 0.214 
0.114 
-0,022 
-0.130 
—0.206 
—0.254 
—0.216 
一 0.278 
—0.264 
—0.238 
—0,203 
—0.136 
! —0.972 
‚ 一 0.024 
0.006 
9.020 
0.021 
0.024 
0.015 
0.009 
0.005 
0.001 








0.001 
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1 
# pi д! Хз пу. н ， PI х х2 | Hi 
Е i 
0.50 0.9900 0.9910 0.9930 0.9950 | 1.10 0.1950 0.5306 0, 8590 | 0.8890 
0.51 0.9889 | 0,9901 | 0.9922 1 0.9948 | 1.11 0.1883 | 0.5244 | 0.8544 , 0.8857 
9.52 0.9878 8.9892 0.9914 0.9933 1.12 0.7815 0.8133 | 0,8498 ' 0, 9324 
0,53 0.3867 0.9433 0.9908 | 0,9929 1,18 1 0.1149 0.8132 0.8452 . 0.8791 
0.54 0.9855 0.9514 0.9895 ' 0.9922 | 114 0.1532 | 0,9016 , 0.8408 0.5753 
0.53 0.9845 0.9895 | 0.9890 0.9915 1.45 0.7815 0.8020 . 0.8380 0.5125 
0.55 0.9834 | 0.9858 | 0.9882 | 0.9903 1.16 | 0.1548 | 0.1954 0.8314 0.8092 
0.57 0.9823 0.9847 0.9874 0.9901 | 117 ‚ 0.1481 0.1908 ' 0.8268 0.8558 
0.53 ° 0.9812 0.9838 0.9886 0.9894 1.18 0.7414 0.7852 0.8222 0.5626 
0.59 0.9801 | 0.9829 0,9855 1 0.087 | 119 | Отт 0.7798 | 08116 | 0.8503 
1 
0.20 0.9790 0.9820 0.9850 , 0.9950 1.20 0.1280 0.1740 0.8130 0.8500 
0.61 0.9772 0.9805 0.3838 0.9810 1 1.21 0.7208 0.1678 0.8078 0.8513 
0.62 0.9754 ' 0.9790 | 0.9527 | 0.9860 1.22 1 0.1150 | 0.1646 | 0.8026 | 0.5476 
0.63 0.9735 0.9ТТБ 0.9814 ' 0.9850 — 1.23 0.1055 0.7554 0.1971 0.5434 
0.64 0,9713 | 0.9700 | 0.9802 0.9340 | 1.24 у 0,6980 | 0.1492 | 0.1922 | 0.8392 
1 Н 
0.65 0.9700 0.9745 0.9750 0.9820 1 1.25 0.6903 · 0,7480 0.7270 0.8350 
6.68 0.9882 0.9730 ; 0.9778 0.9820 1.25 0.6830 ! 0.1358 0.1810 ' 0.8903 
0.67 0.9654 0.9715 , 0.9785 0.9810 1.27 0.8155 0.1305 ` 0.7755 ` 0.8253 
0.68 0.9645 0.9700 0.9754 0.9200 1.28 0.6650 0.7244 0.7714 1 0.8224 
0.69 | 0.9528 0.9385 0.9742 0.9790 | 1,29 0.6605 0.1182 . 0,1662, 0.8182 
0.10 0.9810 0.987 0.9730 0.9750 1.30 0.6530 0.7120 0.7610 | 0.5140 
0.71 0.9584 0.9823 0.9713 0.9765 1.31 0,6450 0.7053 0.1554 0.8095 
0.12 0.9558 0.9628 0.0508 ' 0,9758 1.32 0,6370 0.6985 0.1498 ` 0.5050 
0.73 0,9532 0.9507 0.9679 0.974Т 1.33 0,6290 0.6913 0.7442 0.8005 
0.74 0.9566 0.9586 0.9552 0.9735 1.34 0,6210 0.6852 : 0.1386 0.7960 
0.75 0.9480 0.3565 0.5047 0.9725 1.35 0,6130 ' 0.61553 | 0.7336 0.1915 
0.76 0.9454 | 0.954 | 0.9628 0.9714 1.36 0.6050 | 0.5115 | 0.1274 | 0,7870 
О. ТТ 0.9428 0.9523 0.9611, 0.9703 | 1,37 0.5970 0.6851 0.1218 0.1825 
0.18 0.9402 0.9502 0.9554 | 0.9692 | 1,38 0.5990 0.05854 | 0,1182 | 9.71180 
0.19 0.9378 0.9481 0.9577 0.3681 1.39 0,5810 0,6311 0.1103 | 0.7135 
0.80 0.9350 0.9460 0.9530 | 0,9670 1.40 0.5730 0.8450 0.7030 ”0.7690 
0,81 0.0314 0.9431 ` 0.9535 : 0.9851 1,41 0.5649 0.6331 ; 0.6993 . 0,644 
0.82 0.9278 | 0.0402 | 0.9510 | 0.9832 1.42 0.5583 0.6212 0.6936 ; 0.7608 
0.83 0.9242 [І 0.9313 ! 0.9485 0,9613 1.43 0.5437 | 0.5243 0.6379 0.1552 
9.54 : 0,9205 0,9344 | 0.9460 0.9594 | id 0.5403 9.8114 | 0.6822 | 6.7505 
0.85 0.9170 0.9515 0.9453 0.9576 | 1.45 0.5325 ， 0.6105 0.6165 0.1460 
0.835 0,9134 0.9255 0.9410 | 0,0553 1.46 0.5244 0.8030 0.6108 | 0.7414 
0.67 0,3098 0,9257 0.9385 0.95917 р 1.47 0.5183 0.5957 0.6651 0.7338 
0.88 0.3062 0,9228 0.3380 0.9518 1 1.43 i 0.5082 0.5393 0.6594 | 0.7322 
0.89 0.9026 | 0.9199 | 0.9333 0.9499 1.49 0.5001 . 0.5329 | 6.6537 , 0.1218 
I 

0.30 0.8990 0.01710 0.9310 0.9480 | 1.50 ' 0.4920 О. те | 0.6430 |! 0,1230 
0.91 0.5943 | 0.9131 0.9278 0.9462 1.51 0.4333 ; 0.5393 | 0.6423 0.7188 
0.32 0.8896 ' 0.9092 0.3245 0,9424 1,12 04100 | 6,5525 0.8385 i 0.7146 
0.93 0.8849 0,9053 0.9214 0.9398 | 1.53 0.4977 0.3559 . 0.0309 О. TIH 
0.94 0.5802 0.9014 0.9182 0.3368 1.54 0,4595 0.5492 0.6252 | 0.7052 
0.95 0.3755 0.5915 0.9150 0.9340 1.55 0,4515 0.5425 | 0.6195 0.7020 
0.96 0.98708 0.8936 0.3118 0.9312, 1.55 0,4434 0.635$ 0.6138 0.6978 
0.97 0.9881 0.8897 0,9288 0.9284 1,57 9.4353 8.5291 | 0.6081 1 0.6935 
0.98 0.8614 | 0.8958 0.9054 0.3256 | 1,58 0.4272 0.5224 0.6024 0,6804 
0.39 0.5567 0.8818 1 0.9022 0.0228 | 1.59 0.4191 : 0,5157 0.5967 | 0.6952 
1.00 , 0.8520 0.83780 0.8990 0.9200 1.60 ` 0.410 0,5090 0.5918 0.6810 
1.01 0.8463 0.8732 0.8950 0.3168 | 1,65 0,4034 0.5025 0.5358 0.8753 
1.02 0.8406 | 0.8684 | 0.8910 | 0.9138 1.62 0.3958 | 0.4960 | 0.5802 | 0.6725 
1.03 0.3349 0.8636 0.8870 0.9107 1.68 0.3882 0.4895 0.5748 0.6684 
1.04 0,8292 0.8588 0.8530 0.90Т6 1.54 0.3805 0.4830 0.5694 0.6642 
1.05 0.8235 0.8540 0.3790 0.9045 | 1.65 0.3720 0.4165 0.5540 0.6600 
1.00 0.8178 0.8492 0.8150 0.9014 1.88 0.3654 0.4700 0.5586 0.6558 
1.07 0.5121 0,8444 | 0.8710 | 0,8983 1.61 0.3573 | 0.4635 | 0.6532 | 0.6516 
1.05 г 0.8064 0.8396 0.8670 0,8952 1.68 0.3502 0,4570 0.5478 0.6474 
1.09 0,8007 0.8348 0,8630 0.3921 : 1.59 0.3420 0.4505 0.5424 0.6432 





















































N pı Жї | z Hi н ， Ф | Хі | Ха H1 

' ' 1 
1.10 i 0.3350 0.4440 0.5370 B390 | 1.90 0.2010 | 0.53280 | 0.4390 0.5510 
1.11 0.3279 0.4380 0.5316 8549 1.91 0.1950 | 0.3231 | 0.4348 0.5576 
1.12 0.3208 0.4320 | 0,5262 6308 | 1.32 0.1890 1 0.3182 0.4303 0.5542 
1.73 0.3137 0.4260 0.52089 6267 1.92 0.1830 | 0.3133 | 0.2264 0.5508 
1.74 0.3088 й.4200 0.6154 6226 1.94 ‚1710 1 0,3034 ‚ 0.4222 0.5474 


| 
‚1110 ' 0.3085 ` 0.4180 0.5440 
‚160, 0.298) , 0.4138 0.5406 


0 
тв | 0.2995 | 0.4140 | 0.5100 I 0 
8103 | 191 | 01590 | 0.2937 ` 0.4098 | 0.5372 
18 0 
0 


‚ТВ 0,2924 0.4080 0.5048 


1 
1 

1.77 0.2853 | 0.4020 | 0.4992 | 
1 .1530 , 0.2888 0.4054 | 0.5338 
1 


. 1470 0.2839 — 0.4012 9.5304 
„1410 0.2790 | 0,3970 | 0.5210 


ча | 0.2782 | 0.3960 | 0.4933 
49 |0271 | 0.3900 | 0,4594 





1.80 6.2640 0.3840 0.4830 
1.81 0.2517 0.3784 0.4786 
1.82 0.254 0.3728 0.4742 
1.83 0.2451 0.3672 0.4698 
1.84 0,2383 0.3816 0.4654 


1.85 0,2325 0.8550 | 0.460 
1.86 0.2262 0, 3504 0,4566 
1.87 0.2199 0.3443 0.4522 0.5121 | | 
1.38 | 0.2136 1 0.3392 0.4478 0.5684 
1.89 0.2073 0.3338 0.4434 0.5641 | | 


тое snoad собе осо оосо 
> каза с 
=) 
8 



































#С-3 MEERE Y H p|: IEAA 
Vatu) = chg cos x 


Сә Уш) = с изаи зосон 


V ки) = зн sing 


ИРИ) = съ иван shucosy 









































р ” А ИИ | l 
# | Ион) W 2V Fale) 12 Vs(8)] # Volu) IVau) Volu) Музи) 
1 | | 
Ü 1 0 Ü I 0 i ， 
0.01 1.0000 0.0200 0.0001 0.0000 0.25 | 0,9992 : 0.5199 | 0.0576 0.0117 
0.02 | 1.0000 0.0400 0.0004 0.0009 |; 0.27 0.9991 0.5199 0.0729 1 0.0131 
0.03 > 1.0000 . 0.0800 , 0.0009 0.00002 0.28 0.9990 ‚ 0.56508 ; 0.0784 0.0147 
0.04 1.0000 0.0300 0.0016 0.00004 1 0.29 0.0983 | 0.5799 . 0,0841 0.0163 
0.05 1.0000 0.1000 0.0025 . 0.00010 0.30 0.9987 0.5998 0.0900 | 0.0180 
0.08 | 1.0000 | 0.1200 | 0.0033 | 0.0002 0.31 | 0.9985 | 0.8198 | 0.0961 | 0.0198 
0.07 1.0000 0.1400 0.0049 0.0003 0.32 0.9983 0.6393 ` 0.1024 0.0218 
0.08 1.0000 0.1802 0.0034 0.0004 0.33 0.9950 0.8557, 0.1089 0.0299 
0.09 1.0000 , 0.1200 0.0031 0,0005 0.34 0.9978 0.6797 ! 0.1158 0.0263 
0.10 1.0000 0.2000 0.0106 а, 0006 0.33 | 0.9915 0.6996 0.1225 ` 0.0286 
0.11 1.0000 0.2200 ' 0.0121 0.0008 0.38 0.991? 0.7196 ! 0.1295 | 0.0310 
0.12 , 1.0000 0.2400 0.0144 0.0012 ! 0,37 0.9959 0.1396 , 0.1369 0.0338 
0.13 0.9999 0.2302 0.0159 0.0014 0.38 | 0.9905, 0.7504 0.1444 0.0386 
1.4 0.9399 0.2803 0.0198 0.0018 0.3 | 0.9981 0.7794 0.1521 | 0.0396 
0.15 0,9399 0.3000 | 0.0225 | 0,0022 ; 0.40 0.9957 0.1993 | 0,1600 0.0427 
0.16 0.9999 ! 0.3200 ‚ 9.0235 0.0028 | 0.41 0.9953 0.8192 ' 0.1680 | 0.0450 
0.17 0.9333 | 0.3400 0.0239 0.0032 0.42 0.9948 0,8342 | 0.1763 : 0.0494 
0.18 0.9998 0.3500 0.0324 0.0033 ; 0.45 0.9933 0.8590 ' 0,1843 0.0530 
0.195 0.9998 0.3800 0.0351 0.0045 0.44 0.9938 0.8789 0.1935 0.0561 
0.20 0.9997 0,4000 9.0400 0.0054 0.45 0.9932 | 0,8958 0.2024 0.0608 
0.21 0.9997 0.4200 0.0441 | 0.0052 ， 0.46 0.9925 0,9187 0.2115 : 0.0549 
0.22 0.9996 0.4400 0.0484 0.0071 | 0,47 0.9919 : 0.9384 | 0.2208 0.0592 
0.23 0.3995 1 0.4500 0.0529 0.0081 0.43 | 0.9911 0.35382 : 0,2303 0.0736 
0.24 0.9995 0.4800 0.0375 0.0092 0,49 0.9904 0.9181 0.2399 | 0.0785 
0,25 0,9993 0.5000 . 0,0325 0.0104 0.50 0.9895 0.9979 | 0.2498 : 0.0333 
і | 
Yaww rr Y rasTn n 





Е 








n T 
ч Ион) |32 7160) Узи) М vacu)! и Vola) м 210100) Узи) R 2 Vale) 
=. | | А - 
0.51 0.9337 1.0177 0.2599 0.0885 1.11 D.T4T9 2.1019 1.2113 | 0.9051 
0.52 0.9378 1.0315 0.2702 0.0937 1.12 D. Т381 2.1226 1.2325 | 0.9294 
0.55 0.9369 1.0572 0.2807 0.0992 | 1.13 0.1293 2.1314 1.2538 | 0.9544 
0.54 0.9858 1.0769 0,2915 0.1049 | 1.14 0.7198 2.1519 | 1.2152 |; 0.9797 
0.55 0.9847 1.0967 0.3022 0.1109 1.15 ' 9.1097 2.1662 · 1.2953 | 1.0054 
0.56 0.9836 1.1184 0.3133 0.1170 1.15 0.8995 2.1803 | 1.3185. 1.063171 
0.57 9.9824 1.1360 0,3245 0.1234 1.11 0.6891 2.1942 1.3404 1.0982 
0.55 0.9811 1.1556 : 0.3360 0.1300 1.18 0.6784 2.2015 1.3625 1.0853 
0.59 0.9798 1.1152 | 0,3476 0.1368 1.19 0.6674 : 2.2213 1.3846 1.1127 
0.60 0.9784 1.1949 0,3595 0.1439 1.29 0.6561 2.2340 1.4039 1.1406 
0.61 0.9759 1.2144 0.3716 0.1512 1.21 0.6446 2.24765 1.4293 1.1690 
0.682 0.9754 1.2339 0.3838 0.1587 1.22 0.6330 2.2612 1.4518 1.1986 
0.63 0.9739 1.2534 0,3962 0.1665 1.23 0.6203 2.2129 1.4145 | 1.2211 
0.54 0.9121 1.2128 0.4088 0,1146 1.24 0.6082 2.2852 1.4973 1.2568 
0.55 0.3103 : 1.2923 0.4217 0.1829 1.25 0.5955 1 2.2911 1.5202 1.2810 
0.56 0.9684 1.311 0.4347 0.1915 1.26 0.5824 2.3000 1.5432 1.3176 
0.67 0.9664 1.330 ， 0.4479 | 0.2004 1.21 0.5691 2.3204 1.6664 1.3488 
0.98 0.9644 1.3503 | 0.4513 . 0.2085 1.28 0.5555 2.3318 1.5896 1.3802 
0.69 0.9023 1.3096 0.4749 0.2188 1.29 0.5415 2.3427 1.6150 1.4125 
9,70 0.9600 1.3888 0.4887 0.2284 1.30 0.5272 2.3534 1.6355 1.4448 
0.11 0,95TT 1.4079 0.5027 0.2383 | 1.31 0.5126 2.3638 1.6601 1.4773 
0.12 0.9557 1.4271 0.5188 0.2485 1.32 0.4917 2.3740 1.6838 1.65112 
0.13 0.9527 1.4462 0.5312 0.2690 1.33 0.4624 2.3537 1.7076 1.5451 
0.14 0.9501 1.4652 0.5458 0.2608 1.34 0.4558 2.3932 1.7314 1.5794 
0.75 0.9473 1.4842 0.5605 0.2808 1.85 0.4508 2.4024 1.1554 1.6144 
0,16 0,9444 1.5031 0.5155 0.2921 1.38 0.4345 2.4113 f 1.7795 1.6491 
0.TT 0.9415 1.5220 0.5908 0.3038 1.31 0,4178 2.4197 1.8036 1.6855 
0.18 0.9394 1.5408 0.6059 0.3158 1.38 0.4008 2.4279 1.8279 1.7219 
0.т9 0.3351 1.5595 0.6214 0.3281 1.39 0.3838 2.4358 1.8522 1.1586 
0.80 0.9318 1.5782 0.6311 0.3406 1.40 0.3656 2.4433 1.8766 1.7959 
0.81 0.9283 1.5908 0.6530 0.3536 1.41 0.3474 2.4504 1.9611 1.8358 
0.82 0.9247 1.6154 0.6690 0.3668 1.42 0.3289 2.4572 1,8256 1.8120 
0.83 0.8210 1.8337 0.6853 0.3803 1.43 0.3100 2.4635 1.9502 1.9107 
0.84 0.9171 1,6522 0.7017 0.3942 1.4 0.2907 2.4887 1.9529 1.9528 
0.85 0.9131 1.8104 1 0,7183 0.4084 1.45 0.2710 0.4151 1.9995 1.9897 
0.88 0.3090 1.6887 ; 0.7351 0.4229 1.46 0.2509 2.4804 2.0244 2.0300 
0.87 0. 3047 1.1068 0.7521 0.4378 1.47 0,2504 2.4852 2.042 2.0105 
0.83 0.9002 1.1248 0.1692 0.4530 1.18 0.2095 2.4896 2.0141 2.1120 
0.89 0.8056 1.1428 0.1865 0.4886 1.49 0.1882 2.4935 2.0990 2.1533 
0.90 0.8931 1.1601 0.8041 0.4845 1.50 0.1661 2.4971 2.1239 2.1959 
0.91 0.8859 1.1185 0.8218 0.5007 1.51 0.1442 2.5002 2,1489 1 2,2385 
9.92 0.3508 1.1981 0.8397 0.5173 1.52 0.1216 2.5029 2.1110 2.2819 
0.93 0.8753 1.8197 0.8577 0.5843 1.53 0.0936 2.5052 2.1990. 2,3255 
0.94 0.8101 1.8311 0.8759 0.6517 1.54 0.0746 2.5068 2.2241 | 2.3898 
0.95 0.8545 1.8481, 0.8943 0.5694 1.55 0.0512 2.5081 2.2491 | 2.4145 
0.96 0.8587 1.8657 | 0,9129 0.5815 1.58 0.0268 2.5083 2.2142 2.4597 
0.97 0,8528 1.882% 0.9317 0.6059 1.57 0.0020 2.5092 2.2993 2.5055 
0.95 0.8465 1.8998 0,9505 0.6248 1.58 |—0,0233 2.5090 2.3244 2.5518 
0.99 0.8389 1.9071 ， 0.9697 0.6343 1.58 |—0,0490 2.5083 2.3495 2.585 
1.00 0.8357 1.9335 0.9889 0.5635 1.60 |-—0.0753 2.5070 2.3145 | 2,6453 
1.01 0.8270 1.9500 ` 1.0033 0.6834 1.61 —0,1019 2.5052 2.3995 2.995 
1.02 0.8201 1.9655 1.0279 0.1039 1.62 —0.1291 2.5029 2,4241 2.7417 
1.03 0.8129 1.9828 1.0176 0.7246 1.63 0.1568 2.5001 2.4497 2.7905 
1.04 0.8055 1.9999 1.0275 0.7458 1.84 —0.1849 2.4987 2.4747 2.8397 
1,05 0.1950: 2.0151 1,0975 0.1613 1.65 |—0,21% 2.4921 2.4096 2.8395 
1.08 0.1902 2.0309 | 1,1019 0.7893 | 1.68 一 个 ,242T 2.4581 | 2.5245 2.9397 
1.07 0.7822 2.0468 | 1.1282 0.8116 1.67 —0.2124 2.4830 , 2.544 | 2.0804 
1.03 0.71141 2.0322 ' 1.1495 0.8344 1.68 — 0, 3026 2.4112 2.5742 | 3.0415 
1.09 0.1665 2.0118 1.1695 0.8576 1.69 |-0.3332 2.4108 2.5983 3.0934 
1,10 0.7568 i 2.0929 1.1903 с 0.581 | 1.10 —0.3644 2.4643 2.6238 | зм 
| ' : i 



















































































| Volu) мМ Уби) 


EV) Valu) 








и Ион) Ёш Velu) МУ) и | 
1.11 1 一 0.3961 ] 2.4563 2.6482 3,1983 ' 2.31 — 3,4270, 
1.72 —0.4284 | 2.4480 2.6721 3.2516 2.32 — 2,4986 ' 
1.73 — 0.4612 | 2.4501 2.6971 3.3053 2.33 —8.5108 
1.14 —0.4945 | 2,4296 2.1215 3.3504 | 2.34 —3.6139 
1.75 —0.5284 | 2.4193 2.1451 3.4141 | 2,35 —3.THT ' 
1.76 —0.0028, 2.4084 2.7699 3.4692 2.36 — 3,1922 
1.77 —0.597Т 2.3988 2.7939 3.5248 | 2.57 1 —3.8575 
1.18 —0.6333 | 2.3346 2.8118 3.5810 | 2.38 — 3 9435 
1.19 —Ü. 6694 | 2.3714 2.8416 3.6376 ' 2.39 — 4 0202 
1.80 一 0.T080 7.557 2.8652 3.6047 2.48 |， 一 此 .0976 : 
1.31 —0.7433 | 2,3432 2.8587 3.1522 2.41 —4.1159 
1,82 —0.1811 | 2.3280 2.9121 3.8103 2.42 — 4,2548 
1.53 一 0.8195 | 2,3120 2.9353 3.8680 2.43 —4.3345 
1,84 —0.8584 | 2.2962 2.9584 3,9276 2.44 —4.4150 
1.35 —0.8980 ， 2.2117 2.9812 3.9871 2.45 —4.4961 
1.85 —0.9382 | 2,2593 3.0039 4,0469 2,48 — 4.5780 
1.87 一 0.9790 | 2.2401 3.0264 4.1071 1 2.41 4.6605 
1.38 —1.0203 | 4.2201 3.0487 4,1679 2.48 4.7439 
1.39 —1.0623 1 2.1993 3,0108 4.2291 2.49 — 1.8280 
1.30 — 1,1049 | 2,1776 3.0921 4.2908 2.50 —4.9128 
1.91 一 1.1481 | 2.1551 3.1143 4.3520 | 2.51 =d 998i 
1.92 —1.1920 ' 2.1311 2.1358 4.4153 2.52 —6 0846 
1.33 —1.2364 2.1075 3.1570 4.4183 2.53 —65. 1716 
1.94 — 1,2815 | 2,0822 3. 1179 4.5416 2,54 —5.2693 
1.5 ， 一 1.3273 | 2.0562 3.1955 4,6054 2.55 —5.34TT 
1.96 —1,3738 2,0201 3.2190 4.6695 2.56 — 5,4358 
1.97 —1.4207 | 2.0013 3.2092 4.1341 2.57 — 5,0266 
1.98 —1.4683 | 1.9723 3.2591 4.1991 2.58 —5.6112 
1.39 —1.5166 | 1.0425 3.2786 4 8845 2.59 一 .T0844 
2.00 一 二 .5656 ; 1.9115 3.2919 4.9501 2.60 — 5,8003 
2.01 — 1,0193) 1,8190 5.3186 4.0954 2.61 — 5,8929, 
2.02 —1.6656 | 1.8470 3.3356 5.0650 2,62 — 5,9862 
2.03 一 1.7165 | 1.8132 3.3558 5. 1298 2.63 —6.0802 
2.04 —1.1682 | 1.7783 3.3718 5.1971 2.64 —8.17118 ` 
2.05 — 1.8205 | 1.7425 5.3093 5.2647 2.65 —6.27101: 
2.06 — 1.8734 | 1.1056 3.5086 5.3326 2.66 —6.3661 
2,01 —1.9271 | 1.6675 3.423 5.4009 2.67 — 6.4528 
2.08 —1.9815 | 1.6284 3.4399 5.4698 " 2.68 —6,5600 
2.09 — 2.0365 1,5618 3.4580 5.5380 2.69 — 6,6580 
2,10 —2,0923 | 1.5410 3.4717 5.6018 2,10 — 6,1563 
2.11 2,1187 | 1.6046 3.4810 5.6774 2.71 — 6.8558 
2.18 —2.2058 1,4611 3.5018 STATI 2,12 —8.9555 
2.13 一 2.263 | 1.4163 3.5162 5.8176 2,18 —Т.0560 | 
2.14 —2.3221 | 1.3105 3.5901 5,8819 2.14 = T.1571 
2.12 —2.3814 | 1.3235 3.5436 | 6.9587 2.Th — 1.2588 
2.18 2.4413 i 1.2752 3,5565 6.0296 | 2.16 —Т.3611 
2.17 —2.5020 | 1.2258 3.5691 8,1010 2.11 —Т. 4638 
2.18 —2.5833 | 1.1152 3,5811 8,1124 2.18 一 了 .5873 
2.1% —2.6254 | 1,1252 3.5926 6.2442 | 2.79 —Т.5114 1 
2.20 —2.6382 | 1.0702 3.6036 8.3162 | 2,80 -T T59 | 
2.21 —2.1518 | 1,0157 3.6140 6.3888 2.81 —Т.8810 
2.22 — 2,8160 | 0.9601 3.6239 в. 4607 2.82 — 1.9866 
2,2% 一 2.8810 | 0,9051 3.6332 0.5333 2.83 —$.0929 
2.24 —2.9466 | 0.8448 3.68419 6,6060 2,84 —8. 1985 
2.25 一 3.0131 | 0.7852 3.6501 6.6790 2.85 — 8.3067 
2.26 —3.0802 | 0.1242 3.6576 6.7620 2.86 — 8.4144 
2.21 —3.1481 | 0.6620 3.6645 6.8252 2.57 —8.5225 
2.28 —3.2187 | 0.5984 3.6708 6.8986 2.88 — 8,8312 
2.29 —3.2861 | 0.5333 3.6765 6.9721 2.83 —8.T404 
2.20 一 3.3662 | 0, 4569 3.6815 т.0457 2.30 — 8.8471 





























1 
0.3991 | 3.6859 
0.3297 | 3.6895 
0.2591 3.6924 
0.1870 3,6946 
0.11541 3.3952 


0.0382 5.5919 
—0.0383 3.6910 
—0.1165 ' 3,8951 
—0, 1951 | 3.6946 
—0.2772 | 3.8922 


—9.3599 ° 3.6891 
—0.4422 3.0850 
—0.5502 
—0.6171 ' 3.6145 
—0.1068 3,6678 


= 
= 
о 
= 
54 


— 0.7975. 3.0603 
— 0.8899 | 3.0513 
— 0.9840 | 3.6425 


— 1.0797 | 3.6321 
—1,1770 3.0209 


1,2102 | 3.6086 
—1.3170 | 3,5953 
—1.4196 | 3,5811 
— 1.5339 | 3.5858 
—1.6300 | 3.5494 


—1.1978 | 3.6320 
—1.9075 | 3.5134 
—2.0189 | 3.4938 
—2.1322 | 3.479 
—2.2412 | 3.4511 


—2.3641; 3.4281 
—2.2830 | 3.4038 
—2.6036 | 3.318 

—2.1261 | 3.3518 
—2.8505 | 3,9239 


—2.%®1689 | 3,2947 
— 3,1053 | 3.2644 
—$.2364 | 3.2326 
— 3,3676 | 3,2854 
— 3.5018 | 5,1653 


一 3.6379 | 3.1206 
—3.1151 | 3.0925 
— 3.9161 | 3.0541 
— 4.0563 | 3.0142 
—4.2024 | 2.9129 


—4.3486 | 2.0501 
—4.4988 ° 2.8859 
—4.6472 : 2.8402 
—4.1996 . 
—4.9540 | 2.1442 


— 5.1106 | 2.695 
一 总 ,2693 | 2.6420 
—5,4301 | 2.5855 
— 5,0930 | 2.5334 
一 5.7580 | 2,4756 





[ы] 
-1 
=] 
Tv 
шч 


58.92539 | 2,4152 
— 6.0948 | 2.1051 
-6.2662 | 2.2953 
— 6.4399 | 2.2328 
—6.6158 | 2.1615 








= | 







































































1 
а { — = | ， 一 
я Fole) (к) Valu) МЕТ я) и Уон) м2 Уан Vale) 210 
_) i — 
2.91 —8.9593 | —6.1933 2.1005 11.020 3.21 ~ 12.381 | — 13.189, —0.8454 | 11.492 
2,92 —9.0703 | — 6.9743 2.0316 | 11.061 3.22 一 12.496 | -13.437 | —(0,ЧТВТ 1 11474 
2.93 —9. 1311 | 一 了 .1567 1,9609 11.101 1.23 一 12.610 | -13.688 | — 1.11421 11.453 
2.94 —9.2923 | -Т.3414 1.8885 1 11.140 | 3.24 —12.ТЭТ | -13.742 | —1.252А | 11.42% 
295 | —9 409 一 5284 | 1814] 11.1171 3.25 | —12.839 | —14.198 | —1 7952 ! 11.203 
1 | i 
2.96 —9, 5154 | —Т,Т1Т% 1.1319 11.212 3.28 19.993 | — 14.455 | — 1.5759 | 11 атл 
2.97 —$.6281 | — 7.9090 1.6597 11.248 | 3.21 —13.086 | —14.715 | — 1,6922 ‚ 11.342 
2.98 —9.1407 | — 8,1027 1.5797 11.279 | 3.28 — 13.179 | - 14.975: —1.8207 11.503 
2.03 —9.8539 | — 8.2985 1.4977 11.309 | 3.29 —13.297 | 一 15.243 ， 一 1.9817 11.2848 
3.00 —9.9889 | —8.4969 | 1.4137 11.338 | 4.30 ; —13.405 —15,510! —2,1553 11.227 
1 В 
3.01 | 10.080 — 8.6973 1.4211 11.356 3.31 i —13,5171 | 一 15.7T9 -2.2919| 11,183 
3.02 10.194 —8.3001 1.2307 11.381 5.52 —13.628'—16.050 —2.4511 11.135 
3.05 — 10.308 —9,1081 1.1497 11.415 1 3.33 —13.139: — 16.324 —2 6129 1 11.088 
3.01 —10.422 —9.3124 1.0877) 11i.A3T | 3.31 —13.350. —16.600 —2,Т11й! 11.03 
3.05 —10.532 —9.5221 0.9534 11.458 | 3.35 —13.930. — 16.375 : —2.9450; 10.974 
3.06 —10.652 一 9.T339 0.8512 11.416 | 3.35 —14,039 -17.155. -3.1153: 10.98 
3.07 ;— 10.768 — 5.9481 0.1683 11.492 3.57 一 14.178 —17Т.451 | —3.2882 | 10.849 
3.08 —11.881 |—10.185 0.5532 11.507 3.35 —1&.29T —1T. 725 | — 3.4941 | 10.781 
3.09 10.997 | 一 10.383 0.6555 11.519 3.39 | —14.394 —18.012 — 3,6427 10.710 
3.10 —11.112 |— 10,804 0.4603, 11.529 3.40 —14.601 —18,501 | — 3.0242 | 10.655 
3,11 1—11 221 1—10. 328 0. 3554 11.037 2.41 一 14.307 | 一 13.592 | —4.0088 | 10.997 
3.12 — 11.345 |--11.054 0.241 11.547 | 2.48 —14.112 | -18.555 -2.130, 10.275 
3.13 — 11.458 1—11.,281 0.1923 11.541 3.44 | 14. ВІВ | — 19.191 4,3385 | 10.389 
3.14 — 11,574 |—11,512 0.0137 111147 4.44 |! —14,Ч20 i = 19.270 — 4.5798. 10.300 
3.15 — 11.686% `— 11.744 — 0.0979 11.548 3.45 | —15.022 : 19,170 — 4,1160] 10.205 
3.16 111.502 i—11.919 | —0, 218% 11.545 3.48 С —15.124 | -20.078 | — 4,9752 10,109 
3.17 —11.®20 |—12.21Т | — 0.0075 11.559 3.4T 1 -18.224 | —20.583 | 一 5.177T 10.007 
3.13 12.036 |—12.456 — 0.4807) 11,531 3.43 | —15,324 | -20.638 | —5.3830 9.901 
3.19 —12,15] | 一 12 ,的 9 — 0,5937 11.521 | 3.4% —15.422: -20.995 | -5.5 4 9.192 
$.20 1—12. 288 1—12.912 — 0.7148 11.508 | 3.50 | — 15,520 021.405 | —5. 6028 9.676 
Ц | : 
HRD 船用 球 扁 钢 断 面 要 素 
#5. 


一 一 球 扁 钢 高 度 ， 
НИЕ; 












































5 вид; 
#— BE D35883 
4 一 一 断面 面积 ; 
EWE ЖА са ПИЯ Е. 
# D -HH 
h b t = l 3 y h b БОЛО À ` rT, 
(mm) (пип) | (mm) (cm2) | (emt) f (em) | (mm) (mm) | (mm) {сту (ели) сут) 
5 lss; | s Со | 60%] 343 (10 | 100) 28 e ‘8.03 | 35.22 | 6.29 
5.5 0p | и 4.6 | 5.48 16.20 | 3.38 12 120 30 6.5 111.15 |15 T.55 
6 | é0 19 5 4.21 15.0 | 3.14 ‚14а 140 38 и 14.05 | 272 5.82 
Tim a | 5 5.06 ' 2410] 4.40 | Ы 149] 35 9 018.85 | 321 8.55 
в | | 2 5 5.84 | 36.23 | 5.07 | 16а| 1601 36 $ 111.58 | 489 8,95 
9 | 90 | 24 b.5 了 ,03 55.80 | 5.65 | b 160 538 | 10 | 21,16 | 527 9,75 
rrai 




















续 表 























mo 4 t | А Г. Ув | В 5 t ! A Í T, í p 
ЕШ (mm) (mm) (mm) | (ет) ) (сте) (ст) | (mm) (mm) | (mm) | (ета?) | (епи) | (еш) 
18а 180 40 | 9 | 22.29 T24 ! 11.15 I 22 b 220 50 13 37.22 | 1795 1. zD 
b, 1601 z и | 25.50 57 |1060} Ma 240| 52 1 12. | 38.15! 2232 | 14.70 
20а © 200 44 10 | 27.55.1018 12.0 №: M0, 5 14 | 43,55 | 2542 | 14.35 
b 200 в 112 | 31.36 125 :12.03 ‚21а, 270 55 12 43.8? | 3265 | 15.60 
2а 220 43 1! 1 32.02; M65 113.50 | b" 20] 57 | 14 | 4022] 3515 16.30 











НЕЕ ЖЕ {ЛИШ ЗА 


符号 ， 
1—8, 

й——® ЗІНЕ; 

$ Ул; 

三 一 一 材料 的 弹性 模 数 ; 

0 一 一 板 上 单位 面积 的 均 布 敬重 ; 
М.Е e ШЕТА ОТЕ ПЕЦ АН; 
M НТУ, 
№, — Ето 畏 断 面 单 位 宽度 的 前 力 ; 
NEET 乡 轴 断面 单位 宽度 的 前 力 ; М.М, М,М, КЛЕН. Р. 


REI ПЕНН B KR A NE ER T BR E.S E.M SK 








“1 






























































тах = К, ан й Ел; 
x 
М.= kgb РАТ х НЙ ИЕ, 
М» = 95—80 Р р ТЕ, А 
N.= k aqb— ВЕРН), 
M= kgb- Инн, 
әм 
ға = „+ р = Кааб — ВОВЕ в 
дм. 
ry= №, + Әх 一 -一 К.р КЕ МУ у 
В = дао — НИИ H. 
р | N 
CA ki | Ёз Ёз ka Ës ' ka ! k; фе 
1.0 0.0443 ; 0.0413 0.0478 0.338 0.325 0.420 \ 0.420 6.085 
1.1 0.0530  ， 0,0493 0.0554 0.347 0.360 | 0.440 0.440 0.064 
1.2 0.0315 0.0501 0.0627 0.353 7.380 | 0.453 0.455 0.062 
1.3 0,0397 | 0.0503 0.0594 0.257 0.397 0.464 0.168 0.061 
1.4 0.07" l 0.0502 0.0755 0,361 0, #11 0.471 0,478 0.059 
1.5 | 0.043 | 0.098 0.0812 0.383 6,424 0.480 0.488 0.087 
1.6 0.0008 0,0492 0.0862 0,385 0.435 0.488 0.491 0.054 
1.1 0.0934 0.0488 0,0908 0.367 0.444 0.485 0.496 0.052 
1.5 6,1017 0.0479 0.0948 0.368 0.452 0.494 0.499 0.050 
1,9 0,1084 0.0471 | 0,0985 0.369 0.459 0.494 0.502 | 0.048 
ee 












































a/b kı ka ka ki ks | ks | k: | ks 
2.0 0.1105 0.0464 0.1017 0.370 0.465 0.596 0,503 | 0.046 
3.0 0.1336 | 0.0403 0.1185 0,312, 0.495 0.408 0.505 : 0.031 
4.0 0.1100 0.0384 0.1235 0.372 0.438 0.500 0,502 | 0.024 

5.0 0.1416 0.0375 0. 1246 0.312 0.500 0.500 0.500 | 0.019 
Фо 0.1422 0.0375 0.1250 ` 0.3912 , 0.500 0.500: 0.500 





ЖЕ-2 ШАН E] 8 0 ЖКД ЕЕН Т НЕ, ЗЕЯ 

Wmax = Ё Kida 一 一 概 中 点 的 最 大 挠 度 ; 4 

М.= 96° ЕН T z ШИШ ШОН; 

М, = kb- ЖЕ + у ИЕН, 
М: = - аб? — Жане, 
M,= -k gbt ЖЕЛЕ, 
N a= kgb — ЖИ, 
N= kab — ЖЕНЯ. 



























































ajb ki ka | із ki ks ks | k: 
1.0 0.0138  ， 0.0231 | 0.0231 0.0513 0.0513 | 0.452 9.452 
1.1, 0.0164 0.0231 | 0.0264 : 0.0533 Ü 0581 0.412 | 0.448 
1.2 0.0183 0.0228 | 0.0299 : 0.0554 0.0839 ' 0.351 | 0.411 
1.3. 0.0209 0.0222 | 0.0321 . 0.0563 0.0887 ， 0.352 0.491 
1.4 ' 0.0226 0.0212 0.0349 ! 0.0558 0.0126 0.327 ' 0.505 
15’ 0.0240 0.0205. 0.0358 0.0570 0.0157 0.305 0.817 
1,8 0.0251 . 0.0193 0.0381 0.0571 0.0780 
1.1: 0.0260 | 0.0182 А 0.0392 | 0.0511 0.0799 
1.8 0.0268 0.0174 0.0401 i 0.0871 | 0.0812 
1.91 0.0272 0.0185 0.0407 001 | 0.0822 
2.0 0.0277 | 0.0153 0.0412 0.0571 ! 0.0529 
3.0 0.0279 0.0143 0.0415 | 0.0571 0.0832 р 
4.0! 0.0282 | 0.0139 0.0417 0.0571 0.0833 : 
$0. 0.0284 ! 0.0139 0.0417 0.0571 0.0833 
со 0.0284 D.0125 D.041T 0.0571 0.0833 
ЖЕЗ 一 对 这 自由 支持 咏 一 对 过 刚性 国定 的 什 形 
板 在 均 布 荷 重 作 用 下 的 乒 度 与 地 给 
bt 
k, Tr 当 ab 
тах = 4 — РВ 
a т, 
kofir 3 a<b 
kgb? 35 а>Ё 、 
м, | POEET у жби, 
kag 3 a<5b 
кз" 4 a>b | | 
м. -| ЖЕН T z НЕА, 
kago? Мазь 
— -kgh Маё И 
м, аанак. 
~ Када? Hach 





## 









































ау acb 

板 的 这 长 比 _ А о ` 
h | k s ki h 1 h в о Ë 
1.0 0.0214 0.0332 1 0.0244 0.0697 ` 0.0214 0.0332 0.0244 0.0897 
1.1 0.0229 0.0555 | 0.0230 0.0739 0.0274 0,0371 | 0,0301 0.0787 
1.2 0.0244 0.0375 0.0215 ; 0.0711 0.0348 0.0400 0.0378 0.0868 
1.3 0.0258 0.0388 0.0203 0.0794, 0.0424 0.0425 0.0446 0.0933 
1,4 0.0262 0.0599 0.0192 0.0810 0.0502 0.0448 0.0514 0.0998 
1.5 0.0270 0.0408 0.0179 0,0822 0.0580 0.0460 | 0.0585 0.1049 
1.6 — — 一 一 0.0658 0.0468 | 0.0660 0.1090 
1.T 一 一 一 一 0.0729 0.04715 ; 0.0712 0.1122 
1.8 一 一 一 一 0.0799 0.0477 0.0768 0.1152 
1.9 一 一 一 一 0.0863 0.0476 0.0821 0.1174 
2.0 0.0294 0.0420 0.0142 0.0842 0.0972 0. 0474 0.0809 6.1191 
3.0 一 一 一 一 0.1218 0.0419 0,1144 0.1246 
4.0 一 一 一 一 0.1383 0.0390 0.1223 ' 0.1250 
БО 一 一 一 一 0.1412 0.0319 0.1243 1 0.1250 
оо 0.0284 0.0417 0.0125 0.0893 0.1422 | 0.0315 0.1250 | 0.1250 

3 | ` ! 








附录 下 压 杆 的 临界 应 力 曲线 及 修正 系数 


图 F- 为 压 杆 的 临界 应 力 曲 线 。 
ЯН: 该 曲线 按 公式 


制 成 ,包括 屈服 点 为 cy =240 N/mm? 及 o, = 400 N/mm 两 个 钢 种 , 取 忆 =2,1x10 М/пип?; 
À sI — AARE 


/一 一 杆 的 长 度 ; 
ие, 


1— ЕЛМИ РЕН; 
4 一 杆 断 面 的 面积 。 
—.306.— 


9. ,(N/mmi) 











“ы о =400N/mm? -二 


| N ——— E=2,1X10N/mm3 
l I j] ГГ 
Түү М 
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[Н Е-1 
ЖЕ 非 弹 性 稳定 性 的 修正 系数 
说 明 ， 非 弹性 稳定 性 的 修正 系数 为 材料 在 超过 弹性 范围 后 的 切线 模 数 了 :与 弹性 模 数 已 之 纱 , 按 下 列 公式 
计算 ， 


p= Е, 4(бу- бег) бе 
Е оўу 


AP со ЯМ; 
ay 一 一 材料 的 屈服 极限 。 





ЖЕ-1а о, =240 N/mm 














Ост | р dor p 
120 1.0000 185 0.1065 
128 | 0.9082 190 0 6897 
130 0.3930 195 0.6093 
135 ' 0.7343 200 0.5555 
140 0.9722 205 0.4982 
145 0.9535 20 0.4316 
150 0.9375 215 0.3132 
155 0.0149 220 0.3055 
160 0.8855 225 0.2343 
165 0.8503 230 0.1597 
110 0.8263 235 | 0.082 
175 i 0.7899 240 0 
160 | 0.1500 





— 307 一 





#&Ё-1Ъ оу= 400 N/mm? 




















EE ра ан 
j 1 
бет Ф бст Фф и бет ' 
20й 1.0000 | 270 | 0.8775 | 340 : 
205 i 0.9003 215 0.8593 i 345 ， 
210 0.9975 280 0.8400 350 | 
215 0.9943 295 0.8193 | 355 ， 
220 | 0.9900 290 0.Y975 | 360 
1 

225 0.9843 | 295 | 8.1143 365 

230 D 9715 i 300 0.T50D | 310 

235 0.9593 305 0.7243 | 375 
240 0.9600 | 310 0.6975 | 350 
245 0.9498 | 515 0.6693 385 | 
250 0.9375 320 0.6400 | 390 | 
255 ' 0.9243 525 0.6095 305 | 
250 0.9100 | 330 0.5775 | 400 i 
265 0.8043 395 0.5443 | 
1 1 








RRG ЛЕНЕ ОЕ ЕТИ ЕКЕШ 
图 G-1—8 为 支 在 中 间 弹 性 之 座 上 和 连续 压 杆 的 稳定 性 曲线 。 





Е: 

# 一 一 连续 压 杆 的 览 度数 ; 

7 一 一 每 跨 的 长 度 ; 

下 一 一 弹性 支 座 的 刚性 系数 ， 

1——Е ЕЁ ИЙЕ; 

点 一 一 材料 的 弹性 借 数 ， 

了 一 一 压 杆 的 欧 拉 为 

j 一 一 压 杆 失 稳 时 的 半 波 数 ; 

Х,ар. = ZET” 
і? 

















































































































































































































































































































































































































HKH 所 形 板 的 稳定 性 计算 公式 
RE 站 放 自由 支持 纸 形 板 在 压力 与 前 力 共同 人 用 下 的 稳定 性 公式 


符号 ， 
1—— E 
а= op 一 一 板 的 边 长 比 ; 
В=а,/т— ERJ о, SEEN т 之 比 。 
说 明 ， - 
应 用 本 表 时 先 从 表 中 求 出 系数 不, 然 局 按 下 式 计算 оч, 








ce 


一 309 一 





Ж 
再 按 下 式 计 算出 压 应 为 о: УЛ т ЇЙ ЇН: 



































Ёс; 
ИЕТ 
о 
Tor 三 一 В+ 1 
№ = R ж = . 系 ш k 
| - 
мазі н 
озо =1 | кезка +з [= 1+ ват J 
g = о: ; — 4 1 
- Ри 
1 |. | ЩЕ casit 
|| k= 1 кав (+ 1 ИУ Тв 
| — p- 44245.34 
| (а®#+1): 
so 下 
ai — В=3.В5 кВ 02+5 [LV т | 
з 当 азі 时 к= ВИ. 
1 4+6 иал. 
Заб т -а 
Озу] 
в, _ с, [ev ВР орт 
| _2 ‚1 
3 | {амын уу, 
当 gaint к= +, 
Е 一 一 з 
JEEE 
说 明 ， 以 下 给 出 本 书 各 章 计 算 题 的 答案 或 部 分 管 案 。 
ж-ш 绪论 


1.3 ЕАО 75х22 ст?) Г = 4686 син; ИМЕННЫХ 75х18 сш") = 25200 сті, НИЯ 


ОК 225 x 1.6 611,225 х 1,8 cmtyT = 4.01x 105 сш, 5, НИЕ "ТЕРРИ Л, 


1.4 肪 骨 剖 而 惯性 算 Го =1.06х 103 cmt 1832 T =1.57 ГПН Г. = 233 рее, 


ВЕК q = 44.24 kN/m ИЗО B, q; 17,68 КМ/ т. 


— 310 一 





HIE МЕНШШ 
3 РВ РВ 


228 S= J EI? "7 96 FI ° 








_ 37 РВ _ 73 Ph _ 107 РЁ 
2.25 v= 2435 Е!’ = 1620 EI ‚8 71626 EI ° 














- Вай, 6-59 
2.3 M= ggal O= -ET 


2,4 [&}2,5° HE E RAEE 





202) = ET 1 Š ST + +m) 

















Pq 2.6° ВЕ НЕЕ, 
UT) = 26+ fa m" + б z? 
А 5 РЕ РЕ 

2.5 R25 В, = "Ei Ж h=- SET ° 

293. 9 а зы „= -М а. 
#2. T ШЖ, ун 9500. ЕТ’ ЕВ fah, -2 EFI ‚НЯ = 300 ЕГ“ 

a 5 ай _ qË 

图 2.8 WE, оф = 584 EI ' Z= Bu АЕ = 55957 7 НЯ 0, = 一 WEI” 

ай _4Ё 
2,6 v= эы ЕТ * 354, ° 
2.7 ЧРИ 2:,0. № didi В, 

El 
M= -一 一 pT |$ 4, -Art 64+ Бубу + (2- - вов, | 








EI (646430. 
MOD= 2104-9 +@-б+а+ й)ё, | 


М = ЕІ [22 d- д2 4,+.6 79+ 1 60, 








(1+ д) r 
Ге, 32 7 6. 6 
Мар 2 В А+ Ë 4-76 5.0] 
_ 121 
式 中 = 


2.9 APREA ERB T REECE 75x 1.8 cm?) = 9560 оке, #1111] T = 18,24 ЕМ, $ и 0,366, 
Gmax = 139,13 N/mm? 
2.10 ЖЕН, 





(д) = ЕЕ KlCch kz —1) ~ (sh а -kx)] 


=“. т 


— 311 — 





2.12 M = ИР (az) - АЕ (ах) + А,” на, 


Ушу 20) -VAOVA | V2 Г Кан -У 2 ЮИ (ви) 











А, = УР и -Pam Po) 37 Voor -Pr C u) 
2u=al, 


* 


2,13 加 2.13* HR, M = 0.01 qË, ый = 0,01 -多 。 图 2,14° KRM =0,111 pl ot =0,0086 


Р Ë 


ЕНЕ а 
2.14 вт): + hv Фр ва, 


u= НЕ + HTv + (1+ HTYa, 


AP H =1/‹©А,-Т),а зева, Ел, 
2.15 Ртх=Б,12ЕМ, Р„=9,60 ЕЙ, 


第 三 章 писание 

3.1 a) 了 =26.3cm4 b) J=60,6cmt, с) J =2,78 x10 стай, 
3.2 300%. 

3.3 方 管 之 前 应 力 比 贺 管 的 大 1.273 倍 。 

3.4 Í=95.6 N/cm, p'=4,34x 10 rad, 

8.5 J, =1424385, 


йш лж 
4,1 Мо=11,52ЕМ-ш, М,=11,16Ё{+ш, 


4.2 Ra=Q/16, Ra= ~ ОЖ. 
= =. 一 ‚©. 
4.3 М = М, = 12 (1 b + bš ). 


4.4 B4.4° 2, М,= 0,1242 01, М»= 0.0182 QI, 
#14.5° ХИ, М. =0.1242 Qi, М.=0.0182 Qi. 

4.5 ml GEI), 

4.6 К=6ЕГИ, 

4.8 А=Й/‹6Е, Mis -8 P/L, 

4.9 Ardh 8612 ЕГ), u=uÍ= 8/18 ЕТ), 

4,10 #,=0,24 91, Му=0,264Ё, 

4.11 М,= – 4118, 


ыг М,=- 248-3. Эл, и, дагз Ед, 
5 о? > ЕІ 
Мз= 28 — gi: 一 Ë 2, 





4.14 MI- 0,068 1904, M = 0,0582 дй. 
4.15 a= th B ЕТ, а= 21 BT), 


4,16 a) 7= 91/2, Ё=192Е:/(абу,) а=15 41/18, k=48 Ei}, e) P= P,k=48 Eia, 


d) P=11P/8, #=48 Ei/(eP);, e) P=28 P/27, а= 541/16, k=48 局 ai) Е) а= – 2439/0700), 
k= 768 ЕТТ als, 

4.17 Мі = 0,4507 Plh, N= +0,2929 P, ушах = 0,1528 РЕРГӘ), 

4.18 oH = 48,9 М/шщї, ойй=10],92 М/шш?, oP = 0.304 cm, 


йй 位移 法 

5.1 б=дЇ#/04, 0,= – 24/16, 

5.3 Мр=-0,26 4%, Ма =б.0 gdi, M; = - 0.0358 8, M; = ~ 0.0057 И, M = 
~ 0,0025 golia 

5.4 Ми=-Ми-=-0.0767 РІ, Ми=0.0383Р1, M. =0.107 Pl, Ma= - 0.049 РІ, Mas 
- 0.058 РІ, Mso= -0.029 РІ, Маз -Ми= -0.04 Pt, M. =0,007 РІ, 

5.5 Ma=1.049 ОН, М» = 0,625 Qolo, M; = -1;670 Ой» M= 5,015 Qolos 


2 qal? 1 一 4 一 Ak 
б.т 1205+28:= 07) 9 "0.00685 a 


20.+88:=0 
5.8 M; = — 01/26, Na = -7 91/13, N a= - 641/13. 
5.9 B]5.8° 2. M. = -0.1222 01, Mo - M s= 0.0222 01, 
图 5 人 ЖЕ, Ми= -0.0931qË, Mu = ~ M = 0,0638 а", М. = 0,0228 glt, 
5.11 Мь=0.0039 goi, M; = ~ 0,0786q И, Mo= - 0.03309, Ma=0,1126 aii, Мат 
- Ms = -0,5182 gols, Ма= -0,4158 й, M,;= – 0,0170 dotta 


MAR 能 量 法 
РА A at > 7 十 FE 21 . 
б.1 МИРА, A 为 相应 于 P. AREG ae УДА РУ, 


6.5 б.т. й, а= 5 91/0768 ЕР). 
图 6.8° 的 梁 ， а= 0.1748 PAED, а= – 0,0677 AEI), 


6.6 v(m)=a sin ЛЕ, а, = 0.00718 (ET), 


t 
бт vca) = (0.180sin 37-+0,0012 sia BF ) ат, 


4 gË пях 401° 


6.8 002) = терр > 1. sin 1 + EGAS 1 gin 292 


РЕ Sin т * 





6.9 002.) =0.01267 РРИЕГ. 


6.12 u=0.1785 of/(ET), ` 
6.13 М max = -0,79 аг 
6,14 卫 力 作用 点 断面 的 轴 力 人 = - Рук, BEM = Prit- (8 к), 
































НЕ EFA 
-+ 2EIT2 1 
7.1 Ki 292 1] 
7.2 图 7.2” 的 党 ,约束 处 理 后 的 平衡 方程 式 为 
г РА 
Р 144 1 48 ч r 3 
ГОРО 7 г т s; | j0 
- 子 12 - 1 2 [lanlo 
2 EI l= 
оаа № ж _12 ip 
1 1 Р I va | 
12 12 
ТР 2 l 4 0.5 0 ) 
Eg 7,3° EE ОА ЛА 
N r 
36 в! 
гены 








ЕІ 0 22 -P i faj 2-98 | 
б © 
тте р т |09) | 








7.3 АЯ В из) = [N дуу, ШЫНЫ {Ри = [юга xz, 





a 


2 
7. 5° (ay НР: = “H 


2 


T(1-:) 
Бут. УЕ Paie] " }, Жн £= all, 


7.4 Р1-3 +22) 
{Pup PF82242) | дно, 
PlBE:— 92) 
- Pal- £) 


_ 了 wz 3 EI 
7.5 М, 189" + 2 Ë 





4, Мата, 
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5 
M.,= 48 4- р 21. 
121 61 61 ' f ` 
7.6 А+ T T | vs | 0 | 
E| 61 (| | 
т ст 81 21 ba = 5 ә 
GI 
| + 2f АГЬ ШЕ 18 | 0 ! 
7.8 12+ 的 力 11.72 ЕМ, 2- 3 村 的 力 5.86KN。 
— (u 
7.9 "f = “Та | [63.18 
Ç. -0.324 Ми 0.242 
— 1 [ — 
Mn = - 34,57 PETA Ma 30.07 <10 
| Ta -34,2 | Тез - 68.78 | 
Ny 0,324 i Nys -0.242 
Ma ` -30.13 | М2 ` 23.24 


以 上 力 的 单位 为 各 ,为 给 单 位 为 Nem。 
7.14 最 天 操 度 在 1 点 ，wmax = 0,(М7б cm, 
舱 壁 垂直 扶 强 材 的 断面 专 矩 为 ， 
М,=11,55ЕМ+ш, М„= ~ 34,18 EN.m, M ;=24,07kN: m, 
М. = -61,60 EN.m, М,=26,42ЕМ+ш, M.= -42,07 EN-m, 
M,=17,99kN+.m, M,= -22,02kN. m, 


第 八 二 ”平面 应力 问题 的 有 限 元 法 
8.1 иза-су, v=b+er, Aab, e 为 常数 。 


ва azaliy p-e- 1 





(ди, ðv |Z 
rt ayl 70 


EEan 








д 
8.3 der: ду T 1-в êr 
д 
ду 


ВЛА 
EACE A EN (д, 22.) ар, 
тар (52+ 5), = (52 02), 


жин I,m AURE. 
3.4 用 应 力 法 求解 所 需 的 方程 式 为 两 个 苦力 平衡 方 稳 式 及 一 个 用 应 力 表 达 的 变形 过 续 方程 式 ， 


2 дг 
“ду * -josron = ~ arol pr + Фу) 
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当下 让 体积 力 时 ,三 个 方程 式 为 


Qs, Өт 

ах ` ау =0 

дт, до, _ 

dr ду ` 
д 





8.5 [К]=ГКи Ku Кы]=2х 10 1.481 
1-3-2 | Ки Kas Kas ` eme 
Ka Ка К, | бл 1.48: ! 
| -1,10 -0.33 110}. 
‚ -0,33 -038 0 0.38 
-0.38 -038: 0 0.38 
. -0.33 -1.10 0,33. 0 
8.6 285.7 | 
5 285.7 Je 
0 
8.7 
2201000 1-2-7 0 
СМ = 
z у -2# 
0 в 0 g 0 1 а g 
10:00 -1 0 2 0 
се 1а 0:01: о 二 а" 0 
11 : 10 -1-1 0 1 


8,8 当 单元 只 有 节点 了 有 有 位移 好 时 





8.9 гь -1,5 


8,10 3,188 

0.716 1,760 

-2.804 0.056 6.155 
-0.056 -0.660 0.713 4,727 
1.208 -0.056 -1.592 0.716 


3.188 


[К 1=10: 0.056 -0,220 0,716 -0.880 -0.716 


- 0,716 —0,880 -0,715 – 2,418 
0 0 —2.198 -0.659 
| 0 0 一 0.769 -0,769 
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0 
0 


对 称 


1,760 


0 0,769 


с: Е 1 
ui 

б> а # 

0 


-1.592 -0,716 0,439 -0.713 – 2,804 – 0,056 3,957 
0.055 -0.650 0,716 3,958 
0 0 0,659 2.198 


0 








M 
1.40 J 
0 -2 
2 0 -2 
0 i -1-1 
1 
0 0,763; 


T 


N |, {Ра = |2} ca 


98 
Paed 


Poe] J rafi] (单位 ，N) 


ву 


ty 27 


8.11 单元 1,2,3、 和 之 应 力 (N/mm 


-17,78 – 30,94 
orf nas |, ewe] sa | 


- 9,26 一 17.78 

-22,57 9.11 
с] 18.67 | {o} -| =. | 
б — 5,50 -13.95 1 


ЖЖ ЕНК 

#,1а ca=40,6 N/mm’, rs=81,2 Nimm’, a = 0.7 mm, 

9.16 ga=56,4 N/mm’, ав=95.5 N/mm? гра 0.86 mm, 

9.2 wa=1,1 mm, са, k =45,2 N/mm’, са, = 114,8 N/mm’, 
0.3 wa=3, 1mm, св, = - 168.6 N/mm’, св, =100.8 N/mm", 
9.4 Wmar=8,98 mm, Fma = 216,7 N/mmz2, 




















9.5 
» tnt 
ws) Р ВИ [ "Чү тш _{;, em h um op тй ` 
"б Жый, ү [| а а ° 2 а 
nD 
А b 
+2 сы. | sin TE, R u= Z, 


9.6 $ a=b t, RER wh = 0,0039 95. 


9.8 птах = 0.87 тш, Orar = 60 N/mm’. 


_ А тг. т} _ 8.058 gath! 
9.9 wys Asin — sin тр, А = Darie во. 6155.08 ËTe 


9.10 ZARR 





{2m~ lya x 
&а 





esit 


=й (2п-1) sg 
ф(ж,у) = 5іп а 


а Az Ё 
maqasy=ya | а) азн саа, 


b 


9,11 ол 
—@в/18 
9-1 се СУ (25) ]{ lesenn 为 下 的 天 个 分 


K, 


m. 
9.13 最 大 拱 度 在 BC 这 中 点 шаах = 10.67 cm, KEJE AD Ид Omax = 332.8 N/mm’, 
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5.14 ЖАМ w = 0,466 са, AD B rh AB988238 т = 78,7 N/mmi。 


RtE КЕШЕН 
10.1а со = 80 N/mm’, 
10.16 сх = 210 Мпа", 
10.2 安全 系数 1= 2.54, 
10.3 Тк=д,т1 ЕТУИ, 


10,4 10.2° КЕ Н узи") = - 当 l= 1, [= 1 时 ТЕ= 13.89 EIP, 


图 10,3° ЖИВЯ, pnah = 222 В+ ] 


19.5 Гк=2,91ЕГ,/1, 

10,6 Шо= тх, 9Е=96 EIP, 

10.7 a) K =4167 N/cm, 5) Кг =3553 N/cm, cocrymsr = 300 N/mm", 
10.8 ocr=210N/mm:, 





10.9 Ми= а E2 0.8 (uy + 0306] 








Ma = 2 219 [2 635,60) + Agaa] 
жыр Ай = - Hae "a , AE r: - на ° (u) t 
Siaor -deyu JDP- 9 20097 
lu J T. 
rT oy ЕЙ; 





对 于 图 区 ,7*b 中 之 刚 架 ,稳定 性 方程 式 为 了 51( 抽 + 了 = 0. 
10.10 !212,8 mm, 
10.11 纵 叔 间距 为 66,7 cm, Г>550 сш, 


z bz _ 
10,13 orki, &=[5+ 60си |, 





10.14 дя (т-а у: ЕГ (=) 


10.15 в).6) ЖА, с) ив. 


— 818 — 
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